Buch: Stochastische Signaltheorie Lerntutorial LNTwww (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 5 Filterung stochastischer Signale

Uberblick zu Kapitel 5 des Buches Stochastische Signaltheorie

Dieses Kapitel beschreibt den Einfluss eines Filters auf die Kenngro3en Autokorrelationsfunktion
(AKF) und Leistungsdichtespektrum (LDS) stochastischer Signalen. Im Einzelnen werden behandelt:

die Berechnung von AKF und LDS am Filterausgang (Stochastische Systemtheorie),

e die Struktur und die Beschreibungsmoglichkeiten digitaler Filter (nichrekursiv und rekursiv),
e die Dimensionierung der Filterkoeffizienten fiir eine vorgegebene AKF,

¢ die Bedeutung des Matched-Filters fiir Nachrichtensysteme (SNR-Maximierung),

¢ die Eigenschaften des Wiener-Kolmogoroff-Filters zur Signalrekonstruktion.

Die Theorie wird auf 26 Seiten verdeutlicht, wobei zwei Interaktionsmodule integriert sind. Zukiinftig sind
noch einige Lernvideos vorgesehen. Aulerdem beinhaltet dieses Kapitel 38 Grafiken, neun Aufgaben
und sieben Zusatzaufgaben mit insgesamt 75 Teilaufgaben.

Interaktionsmodule (IM) zu Kapitel 5:
+ Digitales Filter (IM zu Kap. 5.2 — Gro3e 217 kB)
+ Zur Verdeutlichung des Matched-Filters (IM zu Kap. 5.4 — Grof3e 391 kB)

Literaturhinweise: [Boh93] — [BFS87] — [Chu78] — [Dav70] — [Han97] — [Hau03] — [Jac86] — [Knu73]
— [Knu81] - [Liic80] — [Liik92] — [Miil79] — [Miil91] — [PP02] — [S6d88] — [S6d93] — [Win77]

Weitere Informationen zu diesem Thema sowie Ubungsaufgaben, Simulationen und Programmieriibungen
gibt es in den Kapiteln 10 und 11 des Praktikums Simulationsmethoden in der Nachrichtentechnik.
Dieser Link gibt Hinweise zum Herunterladen der entsprechenden Texte und Programme.
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Buch: Stochastische Signaltheorie Lemntutorial LNTwww (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 5 Filterung stochastischer Signale Abschnitt: 5.1 Stochastische Systemtheorie

Problemstellung

Wir betrachten wie im Buch Lineare zeitinvariante Systeme die nachfolgend skizzierte Anordnung,
wobei das System sowohl durch die Impulsantwort A(¢) als auch durch seinen Frequenzgang H(f)
eindeutig beschrieben ist. Der Zusammenhang zwischen diesen beiden BeschreibungsgrofSen im Zeit- und
Frequenzbereich ist durch die Fouriertransformation gegeben.

deterministisch: - H{f) ¥y

XN ()
L ®
o (e}

x(f) o— i) o—e H{f) —o y(I)

L J L 3
stochastisch P ays

o) *"‘%U}

Legt man an den Eingang das Signal x(¢) an und bezeichnet das Ausgangssignal mit y(¢), so liefert die
klassische Systemtheorie folgende Aussagen:

e Das Ausgangssignal y(¢) ergibt sich aus der Faltung zwischen dem Eingangssignal x(¢) und der

Impulsantwort A(?):
+oc
y(t) = =(t) + Alt) = [ o(r) - hit — 7) dr.

Diese Fundamentalbeziehung gilt fiir deterministische und stochastische Signale gleichermaf3en.

® Bei deterministischen Signalen geht man meist den Umweg {iber die Spektralfunktionen. Das
Eingangsspektrum X(/) ist die Fouriertransformierte von x(¢). Die Multiplikation mit H(f) flihrt zum
Spektrum Y(f). Das Signal y(¢) lasst sich daraus durch die Fourierriicktransformation gewinnen.

e Bei stochastischen Signalen versagt diese Vorgehensweise, da die Zeitfunktionen x(¢) und y(?)
nicht flir alle Zeiten von —oo bis +oo vorhersagbar sind und somit die Amplitudenspektren X(f) und
Y(f) gar nicht existieren. Hier muss auf die Leistungsdichtespektren {ibergegangen werden.
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Buch: Stochastische Signaltheorie Lerntutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 5 Filterung stochastischer Signale Abschnitt: 5.1 Stochastische Systemtheorie

Amplituden- und Leistungsdichtespektrum

Wir betrachten nun einen ergodischen Zufallsprozess {x(¢)}, dessen Autokorrelationsfunktion ¢,(7) als
bekannt vorausgesetzt wird. Das Leistungsdichtespektrum @, (f) ist dann {iber die Fouriertransformation
ebenfalls eindeutig bestimmt und es sind folgende Aussagen zutreffend:

® Das Leistungsdichtespektrum @,(f) kann — ebenso wie auch die AKF ¢,(7) — fiir jede einzelne

Musterfunktion des stationdren und ergodischen Zufallsprozesses angegeben werden, auch wenn
der spezifische Verlauf von x(#) explizit nicht bekannt ist.

¢ Das Amplitudenspektrum X(f) ist dagegen undefiniert, da bei Kenntnis der Spektralfunktion X{(f)
auch die gesamte Zeitfunktion x(#) von —o bis +co iiber die Fourierriicktransformation bekannt
sein miisste, was eindeutig nicht der Fall sein kann.

o Ist entsprechend der nachfolgenden Skizze ein Zeitausschnitt der endlichen Zeitdauer 7j; bekannt,

so kann flir diesen natiirlich wieder die Fouriertransformation angewandt werden.

x(f) N x(f)

v

r

Fy
Y

TM
e Zwischen dem Leistungsdichtespektrum @, (f) des unendlich ausgedehnten Zufallssignals x(#) und

dem Amplitudenspektrum X(f) des Zeitausschnittes x1(f) besteht folgender Zusammenhang;

1 _ .
$.(f)= lm —-|Xt(f)* = Herleitung
T_',.]—.rx T:'I.[
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Buch: Stochastische Signaltheorie Lemntutorial LNTwww (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 5 Filterung stochastischer Signale Abschnitt: 5.1 Stochastische Systemtheorie

LDS des Filterausgangssignals

Kombiniert man die auf den beiden letzten Seiten gemachten Aussagen, so kommt man zu folgendem
wichtigen Ergebnis:

@,(f) = @.(f) - |H(f). =  Herleitung
In Worten: Das Leistungsdichtespektrum &,(f) am Ausgang eines LZI-Systems mit dem Frequenzgang

H(f) ergbt sich als das Produkt von Eingangs-LDS @, (f) und Leistungstibertragungsfunktion |H(f)|2.

Beispiel: Am Eingang eines Gau3- Tiefpasses mit dem Frequenzgang

H(f)=e ™ /2007
liegt weiles Rauschen x(¢) mit der (zweiseitigen) Rauschleistungsdichte N2 an. Dann gilt fiir das LDS
des Ausgangssignals:

N o iA g
@y(f) = ?u .72 (F/BF),

Das folgende Bild zeigt die Signale und Leistungsdichtespektren am Ein- und Ausgang des Filters. Das
Eingangssignal x(¢) kann — streng genommen — gar nicht gezeichnet werden, da es eine unendlich grof3e
Leistung besitzt; siche hierzu das Lehrvidleo AWGN-Kanal — Teil 2. Das Ausgangssignal y(z) ist
niederfrequenter als x(#) und besitzt eine endliche Leistung entsprechend dem Integral tiber @,(f).

. o5
Frequenzin kHz 40
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Kapitel: 5 Filterung stochastischer Signale Abschnitt: 5.1 Stochastische Systemtheorie

AKEF des Filterausgangssignals

Beriicksichtigen wir, dass das auf der letzten Seite berechnete Leistungsdichtespektrum auch in der Form

By (f) = D.(f) - H(f) - H*(f)

geschrieben werden kann, so kommt man entsprechend den Gesetzen der Fouriertransformation und
durch Anwendung des Faltungssatzes zur dazugehorigen AKEF:

pu(7) = palT) % h(7) * h(-7).
Beim Ubergang vom Spektral- in den Zeitbereich sind jeweils die Fourierriicktransformierten, nimlich
pulT) o—e By(f). pa(r) o—e D:(f), h(7)o—e H(f), h(—T)o—e H'(f)
einzusetzen und aus jeder Multiplikation wird eine Faltungsoperation.

Beispiel: Betrachten wir nun nochmals das Beispiel der letzten Seite, aber diesmal im Zeitbereich.

x(£) FlE)

£ £
ity
Af
O— —0
&1 @ (1)
LIAF t
Nyi2 Y al

! > r T

Die AKF des Eingangssignals ist nun eine Diracfunktion mit dem Gewicht Ny/2. Durch zweimalige
Faltung mit der (hier ebenfalls gauiformigen) Impulsantwort /(¢) bzw. h(-z) erhilt man die AKF ¢,(7)
des Ausgangssignals. Diese ist wiederum gau3formig. Der AKF-Wert bei 7 = 0 ist identisch mit der
LDS-Fliche und kennzeichnet die Signalleistung (Varianz) ayz. Dagegen ergibt die Fliche unter ¢,(7)
den LDS-Wert @,(f = 0), also Ny/2.
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Buch: Stochastische Signaltheorie Lerntutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 5 Filterung stochastischer Signale Abschnitt: 5.1 Stochastische Systemtheorie

KKF zwischen Eingangs- und Ausgangssignal

Wir betrachten wieder ein Filter mit der Impulsantwort 4(z) und den stochastischen Signalen x(¢) bzw.
() an seinem Ein- und Ausgang,

x(f) Ity o—e H{f) yih

KKF

1 ®,(7)
Dann gilt fiir die Kreuzkorrelationsfunktion (KKF) zwischen dem Eingangs- und dem Ausgangssignal:
Wl T) = h(T) % (7). = Herleitung

Hierbei bezeichnet 4(7) die Impulsantwort des Filters (mit der Zeitvariablen 7 anstelle von #) und ¢,(7) die

AKF am Filtereingang. Im Frequenzbereich lautet die entsprechende Gleichung:

Dry(f) = H(f)- E:(f).

Die beiden Gleichungen zeigen, dass der Filterfrequenzgang H(f) durch eine Messung mit stochastischer
Anregung vollstindig — also sowohl der Betrag als auch die Phase — ermittelt werden kann, wenn neben
den statistischen Kenngrofen des Eingangssignals (AKF oder LDS) auch die KKF ¢,,,(7) bzw. deren

Fouriertransformierte @, (/) bestimmt wird.
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Buch: Stochastische Signaltheorie Lerntutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 5 Filterung stochastischer Signale Abschnitt: 5.2 Digitale Filter

Allgemeines Blockschaltbild

Jedes Signal x(¢) kann an einem Rechner nur durch die Folge (x,) seiner Abtastwerte dargestellt werden,
wobeix, =x(v - T) angibt. Der zeitliche Abstand 7'y zwischen zwei Abtastwerten ist dabei durch das
Abtasttheorem nach oben begrenzt.

Um den Einfluss eines Filters mit dem Frequenzgang H(f) auf das zeitdiskrete Signal zu erfassen, bietet es
sich an, auch das Filter zeitdiskret zu beschreiben. Nachfolgend sehen Sie das Blockschaltbild.

O . s 0w

(x)
(n) g () ()
)

e Tﬁ e . R — Tﬁ g Tﬁ

o

OREN > ()

Fiir die Abtastwerte des Ausgangssignals gilt somit:

M M

Yo = Z Ay Tyt Z bu - Yo

p=0 u=l1
Hierzu ist folgendes zu bemerken:
® Die erste Summe beschreibt die Abhédngigkeit des aktuellen Ausgangswertes y,, vom aktuellen

Eingangswert x,, sowie von den M vorangegangenen Eingangswerten x,,_1, ... , X,_/-

¢ Die zweite Summe kennzeichnet die Beeinflussung von y,, durch die vorherigen Ausgangswerte

Vy_1s - s Yypr- Sie gibt somit den rekursiven Teil des Filters an.

e Man bezeichnet den ganzzahligen Parameter M als die Ordnung des digitalen Filters.
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Kapitel: 5 Filterung stochastischer Signale Abschnitt: 5.2 Digitale Filter

Nichtrekursive Filter

Man bezeichnet ein digitales Filter als nichtrekursiv, wenn alle Riickfiihrungskoeffizienten b, = 0 sind.

c " - & &

OB

Ty

w

R TA TA

Ein solches nichtrekursives Filter M-ter Ordnung besitzt folgende Eigenschaften:
e Der aktuelle Wert y,, hiingt nur vom aktuellen und den M vorangegangenen Eingangswerten ab:

M

Yy = E Ay Ty

=0
¢ Die Filterimpulsantwort erhdlt man daraus mit x(#) = 6(f) bzw. in diskreter Schreibweise x,, = 0

mit Ausnahme von x = 1:

hit) = Zfiﬂ Ot — - Ta).
=0
¢ Durch Anwendung des Verschiebungssatzes folgt daraus fiir den Frequenzgang:

M

H(f) = Z a, -e 2Tt

=0

Beispiel: Ein Zweiwegekanal, bei dem das Signal auf dem Hauptpfad gegeniiber dem Eingangssignal
ungeddmpft, aber um 2 us verzdgert ankommt, und bei dem in 4 ps Abstand — also absolut zur Zeit
t = 6 ps — ein Echo mit halber Amplitude nachfolgt, kann durch ein nichtrekursives Filter nachgebildet
werden, wobei folgende Parameterwerte einzustellen sind:

M=3 Ta=2us ap=a:=0 a=1a3=05
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Buch: Stochastische Signaltheorie Lerntutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 5 Filterung stochastischer Signale Abschnitt: 5.2 Digitale Filter

Rekursive Filter

Sind alle Vorwdrtskoeffizienten mit Ausnahme von ay identisch 0, so liegt ein (rein) rekursives Filter
vor. Im Folgenden beschranken wir uns auf den Sonderfall M = 1. Dann gilt folgendes Blockschaltbild:

() o @ ®
@ET

A

> (7))

F Y

Dieses weist folgende Eigenschaften auf:
® Der Ausgangswert y, hdngt (indirekt) von unendlich vielen Eingangswerten ab, wie die folgende
Rechung zeigt:
Yo = Qo Ty + by Yooy = Qo Ty Fag by + 0 Yy =Y ag byt
_,:4=H

¢ Die zeitdiskrete Impulsantwort eines rekursiven Filters — erkennbar als Ausgangsfolge, wenn bei
¢t = 0 am Eingang eine einzelne ,,Eins” anliegt — reicht bis ins Unendliche. Fiir M = 1 lautet diese:

¢ Bei einem rekursiven Filter erster Ordnung ist jede einzelne Diraclinie um den Faktor b, kleiner als
die vorherige. Aus Stabilitdtsgrinden muss b; < 1 gelten, da sich bei b; = 1 die Impulsantwort bis

ins Unendliche erstrecken wiirde und bei b; > 1 unendlich gro3e Koeflizienten auftreten wiirden.

¢ Bei einem rekursiven Filter erster Ordnung mit 0 < by < 1 ist ¢, zeitdiskret-exponentiell.
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Buch: Stochastische Signaltheorie Lerntutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 5 Filterung stochastischer Signale Abschnitt: 5.3 Erzeugung vorgegebener AKF-Eigenschaften

AKF am Ausgang eines nichtrekursiven Filters (1)

Wir betrachten ein nichtrekursives Laufzeitfilter M-ter Ordnung gemif3 dem nachfolgenden Bild.
x,)

O

@k T,)

O ()

T_& e . R — Tﬁ Tﬁ

)
%{Ic ~Ty)

Weiterhin gelten folgende Voraussetzungen:
¢ Die zeitdiskrete EingangsgroBe (x,) ist mittelwertfrei (7, = 0), gauBverteilt (mit Streuung o,) und
statistisch unabhingig (,,Weiles Rauschen”). Somit gilt flir die zeitdiskrete AKF:

a? fir k=0,
pulk Ta) =T " Tpi = { 0 fir k+#£0.

Die Uberstreichung kennzeichnet hierbei die Mittelung beziiglich der Variablen v.

e Unter dieser Voraussetzung gilt fiir die AKF der Ausgangsfolge (v, ):

oy lk-Ty) =02 Z e fir k=0.1.... M.

p=0
Alle AKF-Werte mit £ > M sind 0. Weiterhin ist zu beriicksichtigen, dass die (zeitdiskrete) AKF immer
symmetrisch um 0 ist:

pyl—k - Ta) = p,(k - Ta).
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Kapitel: 5 Filterung stochastischer Signale

Lerntutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Abschnitt: 5.3 Erzeugung vorgegebener AKF-Eigenschaften

AKF am Ausgang eines nichtrekursiven Filters (2)

Beispiel: Legt man an den Eingang eines nichtrekursiven Filters erster Ordnung (Filterkoeffizienten
ay = 0.6, a; = 0.8) zeitdiskretes weies Rauschen mit der Streuung g, = 2 an, so lauten die diskreten

AKF-Werte des Ausgangssignals (alle anderen AKF-Werte sind 0):

y(0) = 07 - (ag + ai) = 4,
0 (—Ta) = @, (Ta) = 02 - ag - a; = 1.92.

Wegen ¢,,(0) = ¢,(0) besitzt das Ausgangssignal y(z) genau die gleiche Varianz wie das Eingangssignal

(oy2 = axz), aber im Gegensatz zum Eingangssignal x(¢) bestehen beim Ausgangssignal y(¢) statistische

Bindungen zwischen benachbarten Abtastwerten.

@7 n()

1.92

-

-
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Kapitel: 5 Filterung stochastischer Signale Abschnitt: 5.3 Erzeugung vorgegebener AKF-Eigenschaften

Koeffizientenbestimmung (1)

Nun soll die Frage beantwortet werden, wie die Koeflizienten a) ... a;, eines nichtrekursiven Filters
M-ter Ordnung ermittelt werden koénnen, wenn die gewiinschten AKF-Werte ¢,(0) ... 9, (M - Ty)
vorgegeben sind. Auerhalb des Bereiches —M - T ... M - T4 sollen alle AKF-Werte gleich 0 sein.

Es ergibt sich folgendes nichtlineares Gleichungssystem, wobei zur Vereinfachung der Schreibweise
9k = ¢y(k - Tp) verwendet wird, und o, = 1 vorausgesetzt ist.

M
- E 2
=i - f!-“.

_,:g=ﬂ
M1

\r/ﬂ] - E ﬂ# 'ﬂ‘“.‘.]u

_,:4=H

Op_1 = Qp-Opp g+ Qg -y,
Par = - dpy.

Man erhdlt somit fiir die M + 1 Koeffizienten auch M + 1 unabhidngige Gleichungen. Durch sukzessives
Eliminieren der Koeflizienten a; ... a;, bleibt fiir g, eine nichtlineare Gleichung héherer Ordnung iibrig.

Beispiel: Mit den Vorgaben M =1, g, = 1, ¢y = 0.58 und ¢ = 0.21 lautet das Gleichungssystem:
wo = ag + a3 = 0.58,
w1 = ap - a; = 0.21.

Dies fiihrt zu einer Gleichung vom Grad 4, ndmlich

, o [0.21° _ _
ag + (—) =058 = aj—0.58-a3+0.212=0.
iy

Eine Losung stellt ay = 0.7 dar. Durch Einsetzen in die zweite Gleichung findet man a; = 0.3.
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Buch: Stochastische Signaltheorie Lerntutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 5 Filterung stochastischer Signale Abschnitt: 5.3 Erzeugung vorgegebener AKF-Eigenschaften

Koeffizientenbestimmung (2)

Wie das letzte Beispiel gezeigt hat, ist mit A/ = 1 die Bestimmungsgleichung fiir ay vom Grad 4. Dies

bedeutet gleichzeitig, dass es auch vier Koeflizientensitze gibt, die alle zur gleichen AKF flihren. Dies ist
aus folgenden Griinden einsichtig;

e Alle Koeflizienten kénnen gleichzeitig ihr Vorzeichen dndern, ohne dass das Gleichungssystem
verandert wird.

¢ FErsetzt man die Koeflizienten a, durch a;, ,, so ergibt sich die identische Bestimmungsgleichung.

Diese Operation entspricht einer Spiegelung und Verschiebung der Impulsantwort.

Beispiel: Wie auf der letzten Seite gezeigt wurde, ist der Parametersatz ap = 0.7, a; = 0.3 geeignet,
die AKF-Werte ¢y = 0.58 und ¢ = 0.21 zu generieren. Zur gleichen AKF kommt man auch mit den

Koeffizientenpaaren
ag = —0.7. iy = —0.3.
ag = 0.3 a; = 0.7,
ag = —0.3. a; = —0.7.

Das nachfolgende Bild zeigt die entsprechenden Impulsantworten. Es gilt ¢,(t) = 8(7):

k(1) k(1) k(1) k(1)
A
0.7 0.7
03 03 T
T - t - —- =
1 o7, o3 7Ty I #75 Yos 1 TTy
T0.7 0.7
8(v,
408 @(7) = @0 * h(zp*h(-7)
021 021
1 1
-1 1 T,
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Kapitel: 5 Filterung stochastischer Signale Abschnitt: 5.4 Matched-Filter

Optimierungskriterium

Das Matched-Filter — auch Korrelationsfilter genannt — dient zum Nachweis der Signalexistenz. Es
kann mit grotmoglicher Sicherheit — anders ausgedriickt: mit maximalem SNR — entscheiden, ob ein
durch additives Rauschen n(¢) gestortes impulsformiges Nutzsignal g(¢) vorhanden ist oder nicht. Zur
Herleitung des Matched-Filters wird folgende Anordnung betrachtet.

Empfinger

dir) Ent- i aIy)
| scheider | : ﬂ

dy() +d(y Ty P Ih)

Fiir die einzelnen Komponenten gelten folgende Voraussetzungen:
¢ Der Nutzanteil g(¢) des Empfangssignals 7(¢) sei impulsférmig und entsprechend energiebegrenczt.
Das heif3t: Das Integral iiber gz(t) von —oo bis +oo liefert den endlichen Wert E,.

® Das Storsignal n(r) sei Weifes Gaufisches Rauschen mit der Rauschleistungsdichte N,

® Das Filterausgangssignal d(f) = dg(t) + dn(?) setzt sich addidtiv aus zwei Anteilen zusammen,
dg(t) geht auf g(¢) zuriick, wahrend der Rauschanteil dy(¢) von n(#) herriihrt.

e Der Empfinger — bestehend aus linearem Filter mit dem Frequenzgang H)r(f) und Entscheider —

ist so zu bestimmen, dass das momentane S/N-Verhaltnis am Ausgang maximal wird:

2 |
ffblzl_:ﬂ} = Maximum.

F:J'[TD} = 5
d

Hierbei bezeichnen od2 die Varianz (Leistung) von d(¢) und T, den Detektionszeitpunkt.
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Kapitel: 5 Filterung stochastischer Signale Abschnitt: 5.4 Matched-Filter

Matched-Filter-Optimierung
Gegeben sei ein energiebegrenztes Nutzsignal g(¢) mit dem zugehorigen Spektrum G(f). Damit kann das
Filterausgangssignal zum Detektionszeitpunkt 7, fiir jedes beliebige Filter mit Impulsantwort 4(f) und
Frequenzgang H(f) = F{h(¢)} wie folgt geschrieben werden (ohne Beriicksichtigung des Rauschens):

4+
rmnﬂ=Mﬂﬂm%:[GuyHuw#ﬂ“dﬁ

Die Varianz des Filterausgangssignals dn(%), herrithrend vom Rauschanteil 7(¢), ist unabhéngig von T1y:

+oc
d= [1H0E df
Damit lautet das hier vorliegende Optimie rungsproblem:
| N
[ G(f)- H(f)- Mo df
palTp) = — — = Maximum.
Nof2- [ |H(f)I df

—C

Nach Iingerer Rechnung kann man zeigen, dass der Quotient flir folgenden Frequenzgang maximal wird:

H(f) = Hur(f) = Kur - G*(f) - g~ fTo =  Herleitung
Damit erhdlt man fiir das Signal-zu-Rauschleistungsverhaltnis am Ausgang des Matched- Filters
2-F
a(To) = =9
palTo) A

und zwar unabhéngig von der dimensionsbehafteten Konstante K. E, bezeichnet die Energie des

Eingangsimpulses, die man nach dem Satz von Parseval sowohl im Zeit- als auch im Frequenzbereich

berechnen kann:
+ +c
a=/g@M=/mm|m

Beispiel: Ein rechteckformiger Impuls g(¢) mit der Amplitude 1 V und der Dauer 0.5 ms (das heif3t,
mit der Energie £, =5 - 104 VZS) und unbekannter Lage soll in verrauschter Umgebung (mit der

Rauschleistungsdichte N = 10~° V¥/Hz) aufgefunden werden. Das beste Ergebnis erzielt man mit dem
Matched-Filter, namlich ein Signal-zu-Rauschverhéltnis von 2 - E,/Ny = 1000 entsprechend 30 dB.
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Interpretation des Matched-Filters
Auf der letzten Seite wurde der Frequenzgang des Matched-Filters wie folgt abgeleitet:
Hurlf) = Kyg - G*(f) - e ¥ /10,
Durch Fourierriicktransformation erhdlt man die dazugehorige Impulsantwort:
hur(t) = Kur - g(To — t).
Diese beiden Funktionen lassen sich wie folgt interpretieren:

¢ Das Matched-Filter ist durch den Term G*(f) an das Spektrum des aufzufindenden Impulses
angepasst - daher sein Name (englisch: o match = anpassen).

¢ Die Konstante Ky ist aus Dimensionsgriinden notwendig. Ist g(¢) ein Spannungsimpuls, so hat
diese Konstante die Einheit ,,Hz/V”. Der Frequenzgang ist somit dimensionslos.
¢ Die Impulsantwort /p(?) ergibt sich aus dem Nutzsignal g(#) durch Spiegelung — das heif3t, aus

g(t) wird g(—t) — sowie einer Verschiebung um 77, nach rechts.
¢ Der frilhestmdgliche Detektionszeitpunkt 7T, folgt aus der Kausalitdtsbedingung /iy p(z < 0) = 0.

¢ Fiir den Nutzanteil des Filterausgangssignals gilt:
ds(t) = g(t) * hae(t) = Kur - g(t) * g(To — t) = Kur - g, (t — Tp).

Das bedeutet: Das Ausgangssignal ist formgleich mit der Energie-AKF (in diesem Tutorial durch
einen Punkt gekennzeichnet) und gegentiber dieser um 77, verschoben.

Anzumerken ist, dass man bei einem energiebegrenzten Signal g(¢) nur die Energie- AKF angeben kann:
+oc
w,(T) = [ glt) - glt +7)dt.
Gegeniiber der AKF-Definition eines leistungsbegrenzten Signals x(¢), nimlich
+Th/2
w.(T) = lim 1 [ o(t) - x(t + 7) dt.

T—oc Ty

=T /2
wird bei der Berechnung der Energie-AKF auf die Division durch die Messdauer 7, sowie auf den

Grenziibergang T); — oo verzichtet.

Beispiel: Gehen wir davon aus, dass gemidfl dem Beispiel auf der letzten Seite der Rechteckimpuls
zwischen 2 und 2.5 ms liegt und der Detektionszeitpunkt 7, = 4 ms gewiinscht wird, so muss die

Impulsantwort des Matched-Filters im Bereich von 1.5 ms ... 2 ms konstant sein; auerhalb dieses
Bereichs darf sie keine Anteile besitzen. Die Hohe der Impulsantwort spielt fiir das S/N-Verhiltnis
keine Rolle, da dieses unabhédngig von Ky, ist. Der Betragsfrequenzgang |Hyg(f)| ist hier si-formig.
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Matched-Filter bei farbigen Storungen (1)

Bei den bisherigen Herleitungen dieses Abschnittes wurde stets von Weilem Rauschen ausgegangen.
Nun soll die Frage geklart werden, wie das Empfangsfilter Hg(f) = Hyg(f) bei farbiger Storung n(7)

7u gestalten ist, damit das Signal-zu-Rauschleistungsverhiltnis maximal wird.

Empfinger

dir) Ent- i a(1y)
| scheider | . ﬂ

dg(f) + () Ty PAIh)

Zu dem hier betrachteten Blockschaltbild ist zu bemerken:
® Das am Empfinger anliegende Storsignal n(z) ist farbig; das Storleistungsdichtespektrum @,,(f) ist
nicht fiir alle Frequenzen gleich.

¢ Ein solches farbiges Storsignal kann — zumindest gedanklich — aus einer ,,weilen” Rauschquelle
nyr(¢) mit der konstanten Rauschleistungsdichte Ny und einem Formfilter mit dem Frequenzgang

H\(f) modelliert werden:

N 2
P (f) =5 |Ex ().

¢ Da in diesem Modell Realisierungsaspekte nicht zu beachten sind, kann Hy(f) vereinfacht als reell

angenommen werden. Der Phasengang von Hy(f) spielt fiir das Folgende keine Rolle.

¢ Alle bisher fiir diesen Abschnitt genannten Voraussetzungen gelten weiterhin.
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Matched-Filter bei farbigen Storungen (2)

Hinsichtlich der Stdrungen am Ausgang des Matched-Filters — zusammengefasst im Signal d(f) — dndert
sich nichts, wenn das Formfilter auf die rechte Seite der Additionsstelle verlagert wird.

Famlt) Pgmif) d(£) = dy(g) + dyyle)
27 1 rz) v Ent- |2(dp)
Hyf{f) * Hyrl) —> scheider ﬁ

1‘

Tn  pdTp)

Anhand dieses modifizierten Blockschaltbildes wird nun das verallgemeinerte Matched-Filter hergeleitet:
¢ Um ein auch beziiglich des Nutzsignals dg(?) dquivalentes Modell zu erhalten, muss das Formfilter
im Nutzsignalzweig durch das inverse Filter 1/Hy(f) kompensiert werden.

e Besitzt Hy(f) keine Nullstelle, was flir das Folgende vorausgesetzt werden soll, so sind die beiden
Anordnungen von dieser und der letzten Seite identisch.

e Nach den bisherigen Aussagen ergibt sich das maximale S/N-Verhiltnis, wenn das resultierende
Empfangsfilter Hn(f) - Hyp(f) an das Spektrum Gy r(f) des Nutzsignals gy r(?) angepasst ist:
Hu(f) - Hue(f) = Kur - Gyg(f) - 7770,

* Mit Gywr(f) = G(f)/Hx(f) gilt somit fiir das Matched-Filter bei farbigen Storungen:

b

— I i} e P
Hue(f) = Ith[F|Hx[f}|2 e .

¢ Das Signal-zu-Storleistungsverhaltnis vor dem Entscheider ist somit maximal:

1 |Gl
Fn’.mnx[TD) = _'"n"uf-'lz / ||ll3‘."l"'rR df / EE}”

— O

Der Fall ,,Weiles Rauschen” ist in dieser allgemeineren Gleichung fiir @,,(f) = N/2 mitenthalten.

e Alle auf dieser Seite angegebenen Gleichungen flihren nur dann zu sinnvollen, auch in der Praxis

verwertbaren Ergebnissen, wenn das Energiespektrum |G(/3|2 des Nutzsignals g(f) asymptotisch
schneller abklingt als das Storleistungsdichtespektrum @, (/).
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Optimierungskriterium

Als ein weiteres Beispiel zur Optimalfilterung betrachten wir nun die Aufgabenstellung, die Form eines
Nutzsignals s(f) aus dem durch additives Rauschen n(¢) gestorten Empfangssignals 7(z) im Sinne des
mittleren quadratischen Fehlers (MQF) moglichst gut zu rekonstruieren:
+T31/2
MQF = lim 1 / |d(t) — s(t)|? dt = Minimum.

Ty —oc M
=T /2

Hierbei ist d(¢) das Ausgangssignal des gesuchten Filters; 7, bezeichnet wiederum die Messdauer.

—0 (1)

Fiir diese Optimierungsaufgabe gelten folgende Voraussetzungen:

e Das zu rekonstruierende Nutzsignal s() sei nicht deterministisch beschreibbar, sondern vielmehr
das Ergebnis eines Zufallsprozesses {s(¢)}, von dem nur die statistischen Eigenschaften in Form
des Leistungsdichtespektrums @,(f) bekannt ist.

e Das Signal s(¢) sei mittelwertfrei (m; = 0) und leistungsbegrenzt. Das bedeutet: Die Signalenergie
E; ist aufgrund der unendlichen Ausdehnung des Signals s(#) unendlich und die Signalleistung
besitzt einen endlichen Wert:

+T3 /2

P, = lim B [ s(t)* dt > 0.

Ty —oc M
—Ty /2

e Das Storsignal n(z) ist durch das LDS &, (f) charakterisiert. Korrelationen zwischen Nutz- und

Storsignal werden durch die Kreuzkorrelationsdichtespektren @, (f) = —®, " (f) beriicksichtigt.
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Ergebnis der Filteroptimierung

Kolmogoroff und Wiener haben dieses Optimierungsproblem nahezu zur gleichen Zeit unabhingig
voneinander gelost. Die Ubertragungsfunktion des optimalen Filters kann iiber die Wiener-Hopfsche
Integralgleichung ermittelt werden, und lautet:

- b,(f) + ,.(f)

B EE}.HI:JF:I + EE}.HII:JF} + rﬁll.‘-':f) + r‘E::Ill I:f:]l

Der Index ,,WF” steht flir Wiener-Filter und Iisst leider die Verdienste von Kolmogoroff nicht erkennen.
Auf die exakte, mathematische Ableitung der Gleichung wird hier verzichtet. Vielmehr soll diese im
Folgenden an einigen Sonderfillen verdeutlicht und interpretiert werden.

e Sind Signal und Stoérung unkorreliert (das heiBt, es gilt D¢, () = D,,(/) = 0), so vereinfacht sich

Hwr(f)

obige Gleichung wie folgt:

AU 1
T+ ) 1+ D,/ (f)

e Das Wiener-Filter wirkt somit wie ein frequenzabhingiger Teiler, wobei das Teilerverhiltnis durch

Hwel(f)

die Leistungsdichtespektren von Nutzsignal und Storsignal bestimmt wird.
e Der , Durchlassbereich” liegt vorwiegend bei den Frequenzen, bei denen das Nutzsignal sehr viel

groflere Anteile besitzt als die Storung: D,(f) >> D, (/).

® Der mittlere quadratische Fehler zwischen Ausgangssignal d(#) und dem zu approximierenden
Eingangssignal s(¢) ist

+ax o
T ) s
MQF-_/ rﬁhu}%ﬁ”mﬂf—_‘[ Hyr () - @,(F) df.

Die Ableitung dieser Ergebnisse ist durchaus nicht trivial und z. B. in [Han97] zu finden.
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Interpretation des Wiener-Filters (1)

Beispiel: Zur Verdeutlichung des Wiener-Filters betrachten wir zundchst als Grenzfall ein Sendesignal
s(¢) mit dem LDS &(f) = P - 6(f £ f). Damit ist bekannt, dass es sich bei s(f) um eine harmonische

Schwingung mit der Frequenz f; handelt. Unbekannt sind dagegen Amplitude und Phase der aktuellen
Musterfunktion s().
Bei weilem Rauschen — also @,,(f) = Ny/2 — lautet somit der Frequenzgang des Wiener-Filters:

1
Hywe(f) = —

+ PaUER)
Bei allen Frequenzen mit Ausnahme von /' = £f; ergibt sich Hyg(f) = 0. Berticksichtigt man weiter,
dass &(f = £f;) an der Stelle f = £f; unendlich grof ist, so erhdlt man weiter Hyp(f = £f; ) = 1. Das
optimale Filter ist somit ein Bandpass um f; mit unendlich kleiner Bandbreite. Der mittlere quadratische

Fehler zwischen dem Sendesignal s(¢) und dem Filterausgangssignal d(¢) betragt

Jr.-:+~‘l'

+oc
I&IQF:]HWF[f)-rﬁ-,,(f}dfz lim f_-\-'udfzﬂ.

0, £ 3o

fa—e
Dieses unendlich schmale Filter erlaubt somit die vollstindige Regenerierung des Sendesignals
hinsichtlich Amplitude und Phase. Unabhéngig von der GroBe der Storung (V) gilt somit d(z) = s(¢).

Ein unendlich schmales Filter ist allerdings nicht realisierbar. Bei endlicher Bandbreite Af ist der mittlere
quadratische Fehler (MQF) gleich N - Af.
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Interpretation des Wiener-Filters (2)

Beispiel: Nun betrachten wir ein stochastisches rechteckformiges Binidrsignal s(f), das durch
weilles Rauschen n(¢) additiv iiberlagert ist. Im mittleren Bild sind die beiden Leistungsdichtespektren
D(f) und D, (f) skizziert und formelmiBig angegeben. Im oberen Bild sehen Sie in grauer Farbe das

Summensignal 7(¢) = s(¢) + n(t) fir /Ny =5, wobei @) gleich der Energie eines Einzelimpulses ist.

r(f)
3 | I| |b
i ||. | ||| i
1l L | T
P P R e o
-5 1TV il Vo= .|r F LU
1] || l_ﬂ_llrp'ﬂ—l | lt r”

diT)

5

'Su e

Das untere Bild zeigt das Ausgangssignal d(¢) des zugehorigen Wiener-Filters mit dem Frequenzgang

1
Hwe(f) = No 2

+ ¢¢]-aii-|;rrfT}

it
o
thn
o |
b
-
~

Mit keinem anderen Filter ergibt sich ein kleinerer mittlerer quadratischer Fehler (MQF) zwischen den
Signalen d(¢) und s(?) als beim Wiener-Kolmogoroff-Filter. Im vorliegenden Beispiel betrigt MQF
gleich 11% der Nutzleistung P. Im Signal d(¢) fehlen vorwiegend die hoherfrequenten Signalanteile

(Spriinge), die zugunsten einer besseren Storunterdriickung bei diesen Frequenzen ausgefiltert werden.

Im mittleren Bild ist griin der Frequenzgang Hyy (f) eingezeichnet. Der Gleichsignaliibertragungsfaktor
ergibt sich zu Hy p(f = 0) = @y/(Dy + Ny/2) = 10/11. Bei Vielfachen der Symbolfolgefrequenz 1/7, bei
denen das stochastische Bindrsignal s(f) keine Spektralanteile besitzt, ist Hy () ebenfalls Null. Je

mehr Nutzsignalanteile bei einer bestimmten Frequenz vorhanden sind, desto durchldssiger ist bei dieser
Frequenz auch das Wiener-Kolmogoroff-Filter.
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