Buch: Stochastische Signaltheorie Lerntutorial LNTwww (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 5 Filterung stochastischer Signale Abschnitt: 5.1 Stochastische Systemtheorie

Musterlosung zur Aufgabe A5.1

a) Die Varianz oxz ist gleich dem AKF-Wert an der Stelle 7 = 0, also 0.04 V2. Daraus folgt o, = 0.2 V.

b) Die dquivalente AKF-Dauer kann {iber das flichengleiche Rechteck ermittelt werden und ergibt sich
entsprechend der Skizze zu V7, =1 ps.

¢) Das LDS ist die Fouriertransformierte der AKF. Mit der angegebenen Fourierkorrespondenz gilt:
b, U} _ UI_J VT, Ip—rc*?.—.--f‘.--’l
Bei der Frequenz f = 0 gilt:
D (f =0)=07 -V =0.04V?. 107 s =4. 107" V* /Hz
d) Allgemein gilt mit @,(f) = (/) - |[H():
D,(f) = r:r: VT, eIV HZ. o 2m(fAf)?
Durch Zusammenfassen der beiden Exponentialfunktionen erhdlt man:
D,(f) = o2 VT, - H2. o T (VTEH2/(AS) f7
Auch @,(f) ist gauBformig und niemals breiter als @(f). Fiir Af — oo gilt die Néherung @,(f) = P(/).

Mit kleiner werdendem Af wird @,(f) immer schmiler (also ist die zweite Aussage falsch). Hj beeinflusst

tatsdchlich nur die LDS-Hohe und nicht die Breite des LDS. Richtig sind somit die Losungsvorschliage 1
und 3.

e) Analog z7um Aufgabenteil a) kann fiir das LDS des Ausgangssignals y(¢) geschrieben werden:

Durch Vergleich mit dem Ergebnis aus d) ergibt sich:

VTi=Vri4 ——.
u e T lf__:

Lost man die Gleichung nach Af aufund berticksichtigt die Werte Vz,, = 1 ps und Vry =3 s, so folgt:

—

MHz = (0.5 MHz.

\'v T2 \;J—l

f) Die Bedingung g, = o, ist gleichbedeutend mit ¢(r = 0) = ¢,(r = 0). Da gleichzeitig V7, = 3 - Vz,
vorgegeben ist, muss deshalb auch @,(f= 0) =3 - @,(f = 0) gelten. Daraus erhdlt man:
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Buch: Stochastische Signaltheorie Lerntutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 5 Filterung stochastischer Signale Abschnitt: 5.1 Stochastische Systemtheorie

Musterlosung zur Zusatzaufgabe 75.1

a) Die Varianz (Leistung) des Signals x(?) betragt

, N ) o
0F == 2B: = No- B, = 1072 V2.

Somit ist der Effektivwert o, = 1 pV.

b) Entsprechend dem Kapitel 3.5 und der hier angegebenen Naherung erhdlt man:
2
V2T D

¢) Das Eingangssignal x(?) ist mittelwertfrei (m, = 0), da ansonsten das Leistungsdichtespektrum @, (f)

Pr(|z(t)] > 5 pV)=2-Q(5) = e 261077,

noch eine Diracfunktion beif = 0 beinhalten miisste. Der Mittelwert wird durch das lineare Filter nicht
verdndert: m,, = 0.

d) Fiir das Leistungsdichtespektrum des Ausgangssignals gilt allgemein:

‘hu

rﬁy':f:' = |H 3'|

Damit kann die Varianz oyz berechnet werden. Unter Ausniitzung der Symmetrie erhdlt man:

f|H df=_-‘»"u-j]tm-;’ (2;;) df.

Das bestimmte Integral ist vorgegeben. Bei jedem der drei Losungsterme ergbt sich fiir die untere
Grenze der Wert 0. Daraus folgt:

No 3

gi: B ( o+ f— sin(m j'-l-l”g—uﬂ-sin(zr}) =3

‘th..

: _'"Iru ' fu.
Wegen f( = B,/2 erhilt man:

, 3 3 .
0y =15+ No-Ba= 1502 = 018751072 V2 =0, = 0433 V.

e) Es ist nun zu berticksichtigen, dass das Eingangs-LDS fiir |f] > B, keine Anteile besitzt. Deshalb gilt:

e ot (5 a1 [t ()
0 0

Die numerische Auswertung liefert hierfiir:

s 3 B: . .m@
Ug—-'"-u(g BI_I_ET: hlll[g}—l—

B,
in - sin(m })

w
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f) Analog zur Musterlosung der Teilaufgabe b) gilt:

g pV

_2ET ) = 2.Q(6.84).
0.731 m-') A6-84)

Pr (|y (£)] > 5 V) = 2 -u(

Mit der angegebenen Niherung hat diese Wahrscheinlichkeit den Wert 8 - 10712,
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Buch: Stochastische Signaltheorie Lerntutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 5 Filterung stochastischer Signale Abschnitt: 5.1 Stochastische Systemtheorie

Musterlosung zur Aufgabe A5.2

a) Beider AKF-Berechnung gehen alle Phasenbeziehungen verloren. Die zugehérigen Funktionen @, (f)

und @,(f) im Spektralbereich sind rein reell, so dass nur der Betrag |H(/)| angegeben werden kann.

Die Aussagen 2 und 3 sind zutreffend, da folgende Gleichungen gelten:

Pay(f)

2,(f)
‘m |:T = 7 I:T *h(_?- —, HJI: — u .
Ty } Ty } } JF } E*r}:y[ f}
b) Wegen der diracformigen Eingangs-AKF ¢,(7) ist die Impulsantwort A(#) formgleich mit der KKF:

pur) = h()» pulr) = H(f) =

K .etio
ht) = ————
[ ) :"n'u /2

!

o1 :
= 1.256 - ID_EE e T,

Fiir ¢ = T}, ergibt sich der Wert 4.62 - 107> 1/s.

¢) Die angegebene Fourierkorrespondenz lautet mit 7() = 1/wg und C = Ny2 - TyK:

c —t/To A C
Die Konstante ergibt sich zu C = 0.08. Mit H(f) = 2n - H(w) folgt daraus:
0.5
H(f) = 1+i2nfTy

Damit ergibt sich der Gleichsignaliibertragungsfaktor zu 0.5.
d) Fiir das Ausgangs-LDS gilt im Allgemeinen bzw. speziell hier:

> No 0.5°
Dy(f) = L.Lf) - [HNF = 5 (1+327fTy) (1 — 27 fTy)

Dies flihrt zum Ergebnis:
N 1
8 14 (27fT,)*

rﬁy':fj' =

Bei der angegebenen Frequenz ist @,(f) gegeniiber seinem Maximum um die Hélfte abgefallen:

N, _
@, (f = 1,-"'(23'?0}} = l—g =6.25 . 10712 W /Hz.
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Buch: Stochastische Signaltheorie Lerntutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 5 Filterung stochastischer Signale Abschnitt: 5.1 Stochastische Systemtheorie

Musterlosung zur Zusatzaufgabe 75.2
a) H(f) ist die Fouriertransformierte zu 4(f). Mit dem Verschiebungssatz lautet diese (71 = 0):
H(f)=14a- e =1 +a.cos(2nfr) —j-a-sin(2nfr).
Falls H(f) periodisch mit f; ist, muss fiir alle ganzzahligen Werte von i gelten:

H(f+i- fo) = H(f).
Mit f = 1/r5 = 0.25 kHz ist diese Bedingung erftillt.

H(f +i-fo) = 1+a-cos(2rfm +i2nfore) —j- a-sin(27 fr2 + 127 fo7s)
= l+a-cos(2rfrn)—j a-sin(2rfm).

b) Das Betragsquadrat ist die Summe von quadriertem Realteil und quadriertem Imaginarteil:
IH(f) = (1 + - cos(A4) ) + (o -sin(A))?.
Hierbei ist das Argument der Winkelfunktionen mit A = 2n/7, abgekiirzt. Nach Ausmultiplizieren unter
Beriicksichtigung von cosz(A) + sinZ(A) = 1 erhilt man:
|H(f) =1+ a®+ 2a - cos(A).
Bei der Frequenz /= 0 (und somit A = 0) ergibt sich allgemein bzw. mit & = 0.5:
|H(f =0))" = (1 +a) =15 =2.25,

¢) Fiir diesen Fall isst sich das Ubertragungssystem aus 2 Teilsystemen zusammensetzen (siehe Skizze):

fy(2) f15(£)
1 1
*() o— ; ] —o ¥
1 t h- T 1 h'
4 ms £ 1 ms Fi

Die Ubertragungsfunktion H,(f) ist wie unter b) berechnet. Fiir H,(f) gilt mit 7; = 1 ms:
Hyf) =™ = |Hif)l=1 = |H(f) =1
Das bedeutet: Durch die zusdtzliche Laufzeit wird |H(/)|2 gegeniiber der Teilaufgabe b) nicht verdndert.
Bei der Frequenz f = 0 gilt also weiterhin |H(f = 0)|2 =2.25.
d) Durch Vergleich der gezeichneten Funktion A(#) * h(—t) mit dem Ergebnis von b) erhdlt man:
Co=1+a’=125
('3 = =100,
T3 = Ta —T1 = 4 ms.

e) Das LDS des Ausgangssignals y(?) ist auf den Bereich von —B bis +B begrenzt und ergibt sich zu
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| =

Ny w2 Mo , :
Oy (f)=— - |H(fII" = (1+a® +2a - cos (27 f13)).

]

Unter Ausnutzung von Symmetrieeigenschaften erhdlt man somit fiir die Leistung folgenden Ausdruck:

b

P,=N,- / (1+ o’ + 2o - rm[?;f’-’:z}) df.
0
Da B = 10 kHz ein ganzzahliges Vielfaches der Frequenzperiode f, = 1/r3 = 250 Hz ist (vgl. Losung zu
Teilaufgabe a), tragt die Cosinus-Funktion nicht zum Integral bei, und man erhalt:

Py=Ny-B-(1+a°)=125. P, =125 mW.
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Buch: Stochastische Signaltheorie Lemntutorial LNTwww (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 5 Filterung stochastischer Signale Abschnitt: 5.2 Digitale Filter

Musterlosung zur Aufgabe A5.3

a) Das Filter ist nichtrekursiv, wenn die Riickflihrung entfillt: b; = 0. Sind zusétzlich ay = 1 und a; = 0,
so sind die Folgen {x,) und (y,) und damit natiirlich auch die Signale x(¢) und y(¢) gleich. Mit ay = 0 und
a; = 1 isty(t) =x(@ —Tp) umTs verzogert, mit a; = 0.5 zusdtzlich geddmpft. Verzgerung und
Dampfung haben jedoch keine Verzerrung zur Folge. Richtig sind somit die Losungsvorschldge 2 und 3.
b) Zum Zeitpunkt v = 0 ist y,, = x,, = 1. Fiir alle weiteren Zeitpunkte v gilt x,, = 0 und somit auch:

Y = 'rj] c 1 = 'r"'lp-
Insbesondere ist y3 = b;> = 0.216.
¢) Entsprechend der Aufgabenstellung muss gelten:

UM+l = Iri]'”“ < (.001.

Dies flihrt z7um Ergebnis:
lg (0.001) —3 _
- _ ~ 1351 M 13
M4+1= 2(0.6) 0999 1351, = M=13

Die Uberpriifung der Werte y;3~ 0.0013 und y14 ~ 0.0008 bestiitigt dieses Ergebnis.

d) Aufgrund der Linearitdt des vorliegenden Filters erhdlt man das gleiche Ergebnis, wenn man das Filter
gegeniiber Punkt b) nicht verdndert (a; = 0) und dafiir die Eingangsfolge

(rp) = (1, =05, 0, 0, ..}
berticksichtigt. Man erhdlt dann allgemein fiir v > 0:

o (21 = —0.5) = b" +ay- 5" = (by + 1) - "7
Mit by = 0.6 und a; = —0.5 ergibt sich dann die Folge:

(4 = (1. 0.1, 0,06, 0.036, ...

Der gesuchte Wert ist somit 0.036.
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Buch: Stochastische Signaltheorie Lerntutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 5 Filterung stochastischer Signale Abschnitt: 5.2 Digitale Filter

Musterlosung zur Zusatzaufgabe 75.3
a) Die Impulsantwort lautet:
h(t) = a(t) +2- 8t — Ta) 4+ 8(t — 2Ta),
Das Maximum liegt bei 7’5, d. h. esistv = 1.

b) Der Frequenzgang H(f) ist die Fouriertransformierte der Impulsantwort /(). Die um 75 nach links
verschobene Impulsantwort

Rt) = a(t +Ta)+2-8(t) +a(t — Ta)

ist symmetrisch um ¢ = 0 und hat dementsprechend den rein reellen Frequenzgang
H'(f)=2(1+cos(2m fT4)).

Durch Anwendung des Verschiebungssatzes folgt weiter:
H(f)=2(1 4 cos(2m fTa)) - e 27T,

Der Wert des Frequenzgangs bei der Frequenz /= 0 ist demzufolge H(f = 0) = 4.

¢) Durch zeitdiskrete Faltung der Eingangsfolge (g, mit der Impulsantwort {4,) = (1, 2, 1) erhdlt man
(o = (1,3, 4.4, 4,4, 4 4 4.4 4, ..

und insbesondere y,4 = 4. Mit Ausnahme der Werte y(, und y; (Einschwingvorgang) ergibt sich auch am
Ausgang eine Gleichfolge mit Wert 4:

y(t) = H(f = 0) - x(t).
d) Analog zur Teilaufgabe c) erhdlt man nun:
(o = (0.1, 2,0, =2, 0,2, 0, =2, 0, ... }.

Der gesuchte Wert ist somit y4 = — 2.

Anderer Losungsweg: Die Eingangsfolge (x,) hat einen sinusformigen Verlauf mit der Periode 4 - Ty.
Die Grundfrequenz ist dementsprechend f = 1/(4 - T ). Bei dieser Frequenz hat der Frequenzgang H(f)
folgenden Wert (vgl. Punkt b):

H[f - -f”} =2 (1 + E'll‘i(%}) LeTImE 9 gmIm/T

Liasst man den Einschwingungsvorgang (abgeschlossen beiz = 2 - T4 ) auler Betracht, so ergibt sich mit
7= T, (Phase: 90°) folgender Zusammenhang zwischen Eingangs- und Ausgangssignal:

y(t) =2 x(t — Ta).
Aus der Sinusfunktion wird die Funktion ,,Minus-Cosinus” mit der Amplitude 2.
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Buch: Stochastische Signaltheorie Lerntutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 5 Filterung stochastischer Signale Abschnitt: 5.2 Digitale Filter

Musterlosung zur Aufgabe A5.4
a) Die ,,1” am Eingang wirkt sich am Ausgang erst zum Zeitpunkt v = 1 aus (wegen a = 0):
yo=0, y =00
Beiv = 2 wird auch der rekursive Teil des Filters wirksam:
3
Yo = by 41 — o = % ~ 0.866.

b) Fiir v > 2 ist das Filter rein rekursiv:

Y = IL1] c -1 — Y3,

Insbesondere erhilt man

ys= V3 —y = V3

[ —

“[%

SR

H4=V/§'H:z-—yz=\/§'

=t
I

Hﬁ=‘~/§'y1—y:a=\/§'

“[S
|
[a—
Il

1 3
Y SOPY S S S
2 2
1 1
yr=V3-y6 — Y =V3-0— 5 = —=.
2 2
¢) Durch Fortsetzung des rekursiven Algorithmuses aus b) erkennt man, dass fiir groe v-Werte gilt:

Yoo = Y12
Daraus folgt 7T = 12. Zum gleichen Ergebnis kommt man durch folgende Uberlegungen:

a; = sin(wp - T) = sin (Eﬂ%) = % = sin (%) .

1 Iy
T, 6 T
Die Uberpriifung des Koeffizienten b, bestitigt die Rechnung;

12.

m V3
Eil_E-mh(E) _2-?—\»@.
d) Aus fy=10 kHz folgt 7() = 100 ps bzw. T(yT = 100. Damit ergibt sich:

a; = sin (Eﬂl) = sin(3.6°) = 0.062,
Ty

by = 2 - cos (Eﬂ%) = 2. cos (3.67) = 1.996.

0
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Buch: Stochastische Signaltheorie Lerntutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 5 Filterung stochastischer Signale Abschnitt: 5.3 Erzeugung vorgegebener AKF-Eigenschaften

Musterlosung zur Aufgabe A5.5

a) KEs ist ein nichtrekursives Filter 2. Ordnung mit den Koeflizienten oy = —1, o7 = 0.707 und oy = 1.
Richtig sind somit die beiden ersten Losungsvorschlige.

b) Die Varianz der Ausgangswerte ist gleich dem diskreten AKF-Wert fiir £ = 0. Fiir diesen erhilt man:

2,0) = a2 (af +al +a3) = % : (1 + % + 1) = (0.833.

Damit ergibt sich fiir die Streuung (fiir den Effektivwert):

—_—

g, = xfpy(ﬂ} = 0.913,
Hinweis: Zur Unterscheidung sind hier die Koeflizienten von Filter 1 mit o, o1, o (,,alphas™) bezeichnet.

¢) Diese beiden AKF-Werte konnen wie folgt berechnet werden:

: 1
e Ta) =02 (ap-a;+a;-a3) = 3" (—1.0.707 + 0.707 - 1) = 0.

: 1
e 2T ) =2 (ap-a2) = -3

d) Da gy (TA) = 0 ist, kann bei geeigneter Wahl von a, und a; erreicht werden, dass die AKF am
Ausgang von Filter 2 identisch ist mit der unter Punkt c) berechneten AKF. Mit 7x' = 2 - Ty gilt:
1 2 2 2 2 =
p(0) = 3 (af+aj) =0.833 = aj+aj=25

1
ﬁz[ ,:13' = g(fiu : ﬂ]) = 3 = dg-a; = —1.

Mit der Hilfsgroe H = a02 flihrt dies zu der Bestimmungsgleichung

1 :
Ht =25 = H*—25-H+1=0
1y — | _
5 Hip=5(254V257 1) = 5(25+15).
Die beiden Losungen sind H; = 2 und H, = 0.5. Daraus erhdlt man vier mogliche Losungen:
1
ap = V2. (11 =~ 7

) =—\/§. iy =

al-

1
fip = \_/E il = _\J/E

1
ap = _E' ar = V2.
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Bei den beiden letzten Losungspaaren ist die Bedingung |a| > |a;| nicht erfiillt. Bei den beiden oberen
Gleichungen gilt dagegen in beiden Fallen:

ay/ag = —0.5.
e) Bei gleichverteilter Eingangsgrof3e x unterscheiden sich die Dichtefunktionen der Ausgangsgrof3en y
und z. Die WDF f(z) ergbbt sich aus der Faltung zweier unterschiedlich breiter Rechteckfunktionen; sie
ist also trapezformig. Dagegen miissen zur Berechnung vonf),(v) drei Rechteckfunktionen miteinander

gefaltet werden. Bei Gauf3scher Eingangsgrofle x sind auch beide Ausgangsgrof3en y und z gaulverteilt.
Wegen m,, = m, und g, = 0, sind damit auch die beiden Dichtefunktionen gleich: /,(z) = f,,(v).

Lehrstuhl fuer Nachrichtentechnik (LNT) 12/25 Technische Universitaet Muenchen



Buch: Stochastische Signaltheorie Lerntutorial LNTwww (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 5 Filterung stochastischer Signale Abschnitt: 5.3 Erzeugung vorgegebener AKF-Eigenschaften

Musterlosung zur Zusatzaufgabe 75.5

a) Der AKF-Wert ¢,(0) gt die Varianz (Leistung) oxz an und nicht die Streuung (Effektivwert) g,. Da
hier ein nichtrekursives Filter erster Ordnung vorliegt, sind alle AKF-Werte ¢(k - T) = 0 fir k > 2.
Der AKF-Wert ¢,(—T'5) ist gleich ¢,,(T'5). Diese beiden AKF-Werte fiihren zu einer Cosinusfunktion im
LDS, zu der sich noch der Gleichanteil ¢,,(0) hinzuaddiert. Richtig sind also die Losungsvorschlige 2 und
3.

b) Die allgemeine Gleichung lautet mit M =1 fir k € {0, 1}:

M-k

3
pulk-Ta) =07 > ay -y

,:4:“

Daraus erhélt man mit g, = 1:
0, (0) = af + af = 0.4* +0.3* = 0.25.
wulTh) =ap-a; =04.03=0.12,

¢) Mit den bisherigen Einstellungen ist die Varianz 0y2 = 0.25 und damit die Streuung o), = 0.5. Durch

eine Verdoppelung der Koeffizienten erhdlt man wie gewtinscht o), = 1:
ag = 0.8, a; = 0.6

d) Durch die Konstante K wird die gesamte AKF um K2 angehoben. Mit dem Ergebnis aus b) folgt:
KP=05-02=02 = K=05

e) Alle AKF-Werte sind nun um den konstanten Wert K%2=0.25 grofler. Somit ist

2y(Ta) = 0.1240.25 = 0.37,
0, (2T2) = 0+40.25 =0.25,

f) Durch die Konstante wird die Streuung nicht verdndert, das heiit, es gilt weiterhin g, = 0.5. Formal

kann diese GroB3e wie folgt berechnet werden:

o

07 = 2,(0) = lim i, (k - Ta) = 0.5 - 0.25 = 0.25.

Auch hiermit erhilt man wieder 0, = 0.5.
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Buch: Stochastische Signaltheorie Lemntutorial LNTwww (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 5 Filterung stochastischer Signale Abschnitt: 5.3 Erzeugung vorgegebener AKF-Eigenschaften

Musterlosung zur Aufgabe A5.6

a) Ein rekursives Filter wiirde stets eine unendlich ausgedehnte Impulsantwort 4(¢) und damit auch eine
unendlich ausgedehnte AKF bewirken. Deshalb ist hier eine nichtrekursive Filterstruktur zu wéhlen. Die
angegebene AKF erfordert die Ordnung M = 2.

Da die Eingangswerte gaulverteilt und mittelwertfrei sind, gilt dies auch fiir die Ausgangswerte. Bei der
Filterung stochastischer Signale gilt stets: ,,Gaul} bleibt Gau3 und Nicht-Gau3 wird nie (exakt) Gau3”.

Richtig sind somit die Losungsvorschldge 3 und 5.
b) Das Gleichungssystem lautet:
k=2: ap-as=1
E=1: ap-a1+a-aa=—-1 = w-w=-1 = w-w=1
k=0: ai4+ai4+a=22 = u+w=2234 2ap-a; =425
Das Gleichungssystem beziiglich # und w hat zwei Losungen:

1. u=4,w=0.25: Wegen der Bedingung a, = 1/q (siehe erste obere Gleichung) haben q(, und a,
gleiches Vorzeichen und es ist mindestens einer der beiden Koeffizienten 1 oder gro3er. Somit ist
die Bedingung a, + a, = w2 = 0.5 nicht zu erfiillen,

2. Die richtige Losung lautet deshalb u = 0.25 und w = 4.

c¢) Das Ergebnis von b) bedeutet, dass a; ==+ (0.25)1/ 2=+ 0.5 ist. Der positive Wert fiihrt zu
05-(ap+az) =—-1 = ap+ar=-2
g - a2 = 1.

Daraus folgt ay = a; = —1. Mit a; = 0.5 erhdlt man als Ergebnis: a;/a, = —0.5, ay/ay = 1. Die Losung

a; =—0.5 fiihrt zu @y = a, = 1 und damit zu den gleichen Quotienten.

d) Allgemein hat dieses Problem / = 4 dquivalente Losungen (Spiegelung/Verschiebung sowie jeweils
die Multiplikation mit —1). Da hier die Impulsantwort symmetrisch ist, gibt es nur / = 2 Losungen:

g =+1 a;=—-0.3 as=+1.

g =—1 ay=+0.0 as=—1.
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Buch: Stochastische Signaltheorie Lerntutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 5 Filterung stochastischer Signale Abschnitt: 5.3 Erzeugung vorgegebener AKF-Eigenschaften

Musterlosung zur Zusatzaufgabe 75.6
a) Nach einigen Umformungen kommt man zur Bestimmungsgleichung (mit u = aoz):
u? —u+ i =0,
Dies fiihrt zu den beiden Losungen:
R
g e = 0.5+ v"D.EE} — 2.
Reelle Losungen gibt es nur flir (/)12 < 0.25. Das bedeutet:
Plmax = 00, 91 min = —0L0.
b) Mit ¢; =—0.3 erhdlt man u; = 0.9 und u, = 0.1. Daraus ergeben sich folgende Parametersdtze:

ap= V0.9= 0949, a;=—v0.1=—-0.316;

g = —v09=—-0949 a,= +0.1= (0316
g = Vi1l= 0316, a;=—+v09=—0949;

ag = —v 0.1 =—-0316, a;= +09= 0949
Nur der erste Parametersatz erfiillt die angegebene Nebenbedingung,

¢) Wird o, verdoppelt, so erh6hen sich alle AKF-Werte um den Faktor 4. Insbesondere gilt dann:
wulTh) =—03.4=—-1.2

d) Der Gleichanteil m, = 1 im Eingangssignal fiihrt zu folgendem Gleichanteil im Ausgangssignal:
my = malap + aq) = 0.633.

Alle AKF-Werte werden deshalb gegeniiber Punkt c) um my2 ~ 0.4 vergrofert und man erhilt:

Py(ﬂ} = —(.8.

Lehrstuhl fuer Nachrichtentechnik (LNT) 15/25 Technische Universitaet Muenchen



Buch: Stochastische Signaltheorie Lerntutorial LNTwww (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 5 Filterung stochastischer Signale Abschnitt: 5.4 Matched-Filter

Musterlosung zur Aufgabe A5.7
a) Bei gleicher Impulsdauer (Az, = At,) handelt es sich um ein Matched-Filter, auch wenn Amplitude

(0.5 1079 1/s bzw. 2 V) und zeitliche Lage von g(¢) und A(¢) nicht iibereinstimmen. Damit gibt es auch
kein anderes Filter mit besserem Signal-zu-Rauschleistungsverhiltnis. Das Filter mit rechteckformiger
Impulsantwort ldsst sich auch als ein Integrator tiber die Zeitdauer Az}, interpretieren. Richtig sind somit

die Losungsvorschldge 1 und 3.
b) Die Impulsantwort des Matched-Filters lautet: iy;p(f) = Ky - 8(Tp — £). Der Eingangsimpuls ist im

Bereich von 2 ps bis 4 ps ungleich Null, bei Spiegelung im Bereich von —4 ps bis —2 ps. Durch eine
Verschiebung um 4 ps wird erreicht, dass g(7p, — ¢) wie die Impulsantwort /1y qp(f) zwischen 0 und 2 ps

liegt. Daraus folgt: Ty op¢ =4 us.
¢) Mit Aty = At; =210 s und gy =2 V erhilt man Kyp = 1/(At, - gg) = 0.25 - 10° 1/Vs.
d) Die Energie des Nutzimpulses g(?) ist £, = goz Aty =8 - 1079 V2. Daraus folgt flir das maximale

S/N-Verhiltnis:

81079 Vi
105 V2/Hz

2. E.rr

- 1.
Ny

2
J”{l'lzj_i].wpl.:l - - 4

e) Der Ausgangsimpuls dg() ist dreieckformig zwischen
2 und 6 Mikrosekunden mit dem Maximum g, = 2 V bei
T, opt =4 us. Die Storleistung ergibt sich zu:

2 No
20 Aty

=1V~

Mit diesen beiden RechengrofBen kann man wiederum
das maximale S/N-Verhiltnis berechnen:

ds(Tp. opt ) 2 V)?
ji']e'll[j_i].ﬂpl.} - hl: ;;I_J Ll} = I:1 'it-"z = -'l:

i

f) Aus obiger Skizze erkennt man, dass nun der Nutzabtastwert nur mehr halb so grof3 ist, nimlich 1 V.
Damit ist fiir 7 = 3 ps das S/N-Verhilnis gleich 1.

g) Die Skizze zeigt, dass nun der Ausgangsimpuls ]
trapezformig verliuft. Im Bereich von 3 bis 4 s ist der 10615 lﬂ l'
Nutzabtastwert konstant gleich gy = 2V. -mn o 2V o

I {
Wegen der nur halb so breiten Impulsantwort A(f) ist der k'[fl'i gl ’ s
Frequenzgang H(f) um den Faktor 2 breitbandiger und "1 2 3 4 = & E-'w;
dadurch die Storleistung grof3er:

4
3 _‘1‘ 3 _“I‘: 1
o = % : /a’r‘(a‘}rla‘ = 5 if.' =2V-,
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Damit ergibt sich fiir das S/N-Verhiltnis nun der Wert:
}hl’[ﬂ].wpl} = 2.
Richtig sind somit die Losungsvorschldge 1, 3 und 4.

h) Nebenstehende Skizze zeigt das Nutzausgangssignal
dg(?) fir At;, = 3 ps. Auch dieses ist trapezformig. Der

optimale Detektionszeitpunkt 7 ¢ liegt nun im Bereich 20 2

: ’ loaz-w0ops 9
zwischen 4 ps und 5 ps. R(E)F-----1 == —-..___t_{s‘fi
Hier ist das Nutzsignal nur mehr ein Drittel so grof3 wie 12 3 4 5 o0 fps

bei Anpassung: ds(Tp opy) = 2/3 V. Fir die Storleistung
gilt nun:

, N

" T OTAL, T

Ve,

3| b

Die Storleistung ist zwar kleiner — und damit giinstiger — als bei Anpassung (Punkt e). Trotzdem ist das
S/N-Verhiltnis aufgrund des kleineren Nutzabtastwertes schlechter als unter Punkt g) berechnet:
(2/3 V)? 2

Pd[ﬂj .'H'L:ll.:l - ")'I -3 ‘1—'?2 - 5

Richtig sind somit die Losungsvorschldge 2 und 4.
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Buch: Stochastische Signaltheorie Lerntutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 5 Filterung stochastischer Signale Abschnitt: 5.4 Matched-Filter

Musterlosung zur Zusatzaufgabe 75.7

a) Fiir die Energie eines Impulses g(¢) gilt allgemein bzw. bei diesem Beispiel:

o Joc
E.r.r = f_g[t}f dt = ﬂfl , fﬂ—ﬂrru,-'mﬂ: A

Diese Gleichung kann wie folgt umgeformt werden:

E = 2 ] gﬁ ‘ f{j_(W"ﬁ,".ﬁtg)Lr. e dt
L]

Mit a = 2m)" 2/Atg und der angegebenen Formel gilt folgender Zusammenhang;

ﬁ;=2-ﬂﬁ-%=@-ﬂﬁ-&tﬂ-

Lost man diese Formel nach g, auf; so erhélt man als Endergebnis:

_ B oo
e \ at, vz Vooors. 1414

= 2,659 V.

b) Unter der Voraussetzung eines Matched-Filters lautet das S/N-Verhiltnis am Ausgang:

2.E, 2.102 V3

= = 200.
No 10-% V2 /Hz

4 I: TD. u[:-t:l =

In logarithmischer Darstellung erhdlt man
10 -1g palTo, ope) = 10 - 12 (200) == 23 dB.

¢) Ein Vergleich zwischen dem Eingangsimpuls und dem Filterfrequenzgang zeigt, dass bei Anpassung
Afg = 1/At, gelten muss:

A fg ot = 1 kHz.

d) Eine kleinere Filterbandbreite ist giinstig beziiglich der Storungen, jedoch ungiinstig hinsichtlich des
Nutzsignals. Das Signal-zu-Rauschleistungsverhiltnis des Matched-Filters wird nicht erreicht; das heifit,
der negative Finfluss liberwiegt gegeniiber dem positiven. Richtig sind also Losungsvorschlag 1 und 3.
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Buch: Stochastische Signaltheorie Lerntutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 5 Filterung stochastischer Signale Abschnitt: 5.4 Matched-Filter

Musterlosung zur Aufgabe A5.8

a) Bei weilem Rauschen gilt nach den allgemeinen Gleichungen von Kapitel 5.4:

2FE, 2-283.10% V3 | 5
PawR = Ny = "0 V2T = .66 - 10

= lﬂlg PdWR = 37.03 dB
b) Fiir den Frequenzgang bei farbigen Stérungen gilt unter der Bedingung 71, = 0:

®

Hup(f) = Kur = it

&)
|Hy(f)I°

Glf) =gt y =1+ (f/fo)-

| Hx(f )]
Aus der Bedingung Hy g (f = 0) = 1 folgt Kyp = 1/(g¢ - Af). Damit erhdlt man:

Huw(f) = S0 (L+(£/10)°).

Bei weilem (frequenzunabhédngigen) Rauschen wire das Matched-Filter allein durch den ersten Term
gegeben, der die Anpassung an den Nutzimpuls g(¢) bewirkt. Bei farbigen Stérungen entsprechend dem
vorgegebenen Storleistungsdichtespektrum @,,(f) werden hohere Frequenzen durch den Korrekturterm

lJr(f/fO)2 angehoben, da in diesem Bereich die Stdrungen geringer sind.
Fir f= 1/At = 2y = 1 kHz erhilt man:
Hur(f = 1/At) =e™™ - (1+2%) = 0.216.

c¢) Allgemein gilt fiir das S/N-Verhiltnis am Ausgang des Matched-Filters:

4o +oc Foac
_ G () B G(f)I° G(f)? o
pa= rﬁ]l I:f} df ; -'\rﬂ,."llrﬁ-} df + .-"h"uf.-"? fj df

— O — O — O

Der erste Summand ist gleich dem S/N-Verhiltnis bei weilem Rauschen. Fiir den zweiten Summanden
erhdlt man:

4o
& 2
g - At f 3 —9w(f-Ar)
Apy= ———" e df.

Pd -'\'lruf-"lz' f {f f € f

Nach der Substitution x = 2 - /2 - /- At lautet dieses Integral:

+oc

V2 g5 At 1 f -
N dm (At - fy) V2T

—C

—xla
Apy = e

Dieses bestimmte Integral ist angegeben und ergibt den Wert 1. Der erste Faktor beschreibt wiederum
das S/N-Verhiltnis bei weilem Rauschen. Damit ergibt sich
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1
Api = pawnr - Ty

A [.jdl : f'u:'

i 1
Pd= Pawr + Apg = pawr (1 + -:) :
4 Iz.l"-.!l ' Ifuj'_,

Mit f - At = 0.5 erhilt man schlieBlich:
Pd = 1.31%8 . PadWR = 7.46 - ].[}3 = 1[}153;;};,' = A8.73 EIB

Es ergbt sich ein um 1.2 dB besseres Ergebnis als bei weilem Rauschen, da hier @,(f) im gesamten

Frequenzbereich mit Ausnahme der Frequenz f = O (hier gilt das Gleichheitszeichen) kleiner ist. Diese
Tatsache wird auch vom Matched-Filter ausgenutzt.
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Buch: Stochastische Signaltheorie Lerntutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 5 Filterung stochastischer Signale Abschnitt: 5.4 Matched-Filter

Musterlosung zur Zusatzaufgabe 75.8

a) Fur alle Frequenzen |[f| </, bei denen das Nutzsignal Spektralanteile besitzt (G(f) # 0), ist das
Storleistungsdichtespektrum @, (f) = N /2. Damit lautet der Frequenzgang des Matched-Filters, T, = 0

vorausgesetzt:

Hur(f) = Kur - G(f).
Der optimale Frequenzgang Hyr(f) ist in diesem Fall ebenso wie G(f) rechteckformig mit Breite Af. Fiir
den Nutzanteil des MF- Ausgangssignals gilt:

ds(t) o—e  G(f)- Hur(f).

Das Produkt zweier Rechteckfunktionen gleicher Breite ergibt wiederum diese Rechteckfunktion. Daraus
folgt weiter, dass der Ausgangsimpuls des Matched-Filters ebenfalls si-formig verliuft. Richtig sind also
Losungsvorschlag 1 und 3.

b) Bei weilem Rauschen erhilt man:

17
= [ 1600

L
d _1'l.'1

Das Integral liefert den Wert G02 - Af. Daraus folgt:

G3-Af  107°(V/Hz)? . 10* Hz

— = _:I [ e Ij
Pa= =y 7 105V /H 10 = 101lgps =20 dB.
¢) Allgemein gilt fiir das S/N-Verhiltnis bei farbigen Storungen:
Integrand
- F
G, . 1-1Hz
fa = 2. M d }"
J D.(f)
1]
Wie aus der nebenstehenden qualitativen Skizze hervorgeht, ist 107 - 1/Hz .
der Integrand bei den vorgegebenen Frequenzgéngen stiickweise S fe J
konstant. Mit /5 =5 kHz und f = f5/2 erhélt man somit: 4 GNP
A 11 T NN B A I
g =2-20kHz | — + —) = 5.05- 107 1 H 1)
Pd ( Hz  Hz ' D(f)
= 10 lgpyg = 37.03 dB. Fu fo r

Der Matched-Filter- Frequenzgang Hyg(f) hat genau den selben
Verlauf wie der oben skizzierte Integrand. Wird die Konstante Kyp (wilkiirlich) so gewdhlt, dass im
Bereich fy <f < f; der MF-Frequenzgang den Wert 1 besitzt, so gilt fiir tiefe Frequenzen (|f] </fn):
Hyp(f) = 0.01. Das bedeutet: Das Matched-Filter bevorzugt diejenigen Frequenzen, die durch das
Storleistungsspektrum @,,(f) nur wenig beeintrachtigt werden.

Wiirde man stattdessen ein Filter H(f) verwenden, das alle Frequenzen des Nutzsignals bis einschlieSlich
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/G gleich bewertet (violetter Kurvenverlauf in der unteren Skizze), so ergében sich folgende Verhiltnisse:

fi?h:(T]]j' =Gp-2-fg=1V,

g3 = m—“; o+ 10— (fg — fu) =2.5- 101107 V*

Is(Tp )

o

=396 = 10-lgp, =25.98dB.

Das Signal-zu-Rauschverhiltnis ist somit um ca. 11 dB schlechter, als wenn man das Matched-Filter fiir
farbige Stérungen verwendet.
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Buch: Stochastische Signaltheorie Lerntutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 5 Filterung stochastischer Signale Abschnitt: 5.5 Wiener—Kolmogoroff—Filter

Musterlosung zur Aufgabe A5.9

a) Richtig ist hier nur der letzte Losungsvorschlag. Die Aufgabenstellung (,,Minimierung des mittleren
quadratischen Fehlers”) weist bereits auf das Filter nach Wiener-Kolmogoroff hin. Das Matched-Filter
ist dagegen dazu geeignet, die Signalenergie zu biindeln und flir einen vorgegebenen Zeitpunkt das S/N-

Verhiltnis zu maximieren.

b) Fiir den optimalen Frequenzgang gilt nach Wiener und Kolmogoroff allgemein:

1

H(f)= Hwe(f)

Mit den gegebenen Leistungsdichtespektren kann hierfiir auch geschrieben werden:

1 1

H(f) =1 (T4 (f/fo) 1+ +(f/fP)

Mit Q = 3 folgt daraus:
1 )

H(f=0) = 72 =Q+1=[}.u
1 )
='::I = — = - = .L'—r._.
H[Jf —-fu) 1+:$ U+.J (.375

¢) Fiir das unter b) berechnete Filter gilt unter Berticksichtigung der Symmetrie:

No f
L+ (f/fo)?)

+oc +oc
MQF = / H(f) - @.,(f)df = / 1+%H 1f.

L1
Hierfiir kann mit Q = 2&,/ Ny und a”® = Q + 1 auch geschrieben werden:

o

MQF=[ 2%y df =20, - f f ! dr
‘ J Q+14+(f/fo)* P a2

L1 L1

+u

Mit dem angegebenen Integral flihrt dies zum Ergebnis:
Eﬁr’u,fu ﬁr”u,ﬁr?_-
VI1I+0Q VI+0Q

Normiert man MQF auf die Nutzleistung Py, so erhélt man fir Q = 3:

MQF = (arctan(oc) — arctan(0) ) =

MQF 1 0
= = ol
P, V14 ()

d) Aus der Berechnung c) folgt fir MQF/P¢ < 0.1 direkt die Bedingung Q > 99. Je groBer Q ist, desto

kleiner kann der mittlere quadratische Fehler werden.

e) Ein formgleiches Filter K - H(f) mit K # 1 fiihrt stets zu sehr groen Verfilschungen. Dies kann man
sich zum Beispiel am rauschfreien Fall (Q — o) verdeutlichen. In diesem Fall wére d(f) = K - s(¢) und

die Optimierungsaufgabe trotz guter Bedingungen extrem schlecht gelost.
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Aus der Gleichung
+o
MQF = / Hyelf) - @,(f) df

konnte man filschlicherweise schlieBen, dass durch ein Filter H(f) = 2 - Hyg(f) der mittlere quadratische

Fehler nur verdoppelt wird. Dem ist jedoch nicht so, da H(f) dann kein Wiener-Filter mehr ist und obige
Gleichung auch nicht mehr anwendbar.

Die zweite Aussage ist zutreffend, wie aus nachfolgendem Bild hervorgeht. Bei groBem Q (z. B. Q = 10)
werden hohe Spektralanteile deutlich weniger geddmpft als bei niedrigem Q (z. B. Q = 3). Diese tragen
dadurch auch stirker zum Filterausgangssignal bei.

Richtig ist also nur der zweite

—
=

Losungsvorschlag, I *C
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