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Vorwort

Das Praktikum Simulationsmethoden in der Nachrichtentechnik wird vom Lehrstuhl
fÁr Nachrichtentechnik der Technischen UniversitÂt MÁnchen seit dem Sommersemester
1997 als Wahlpflichtlehrveranstaltung fÁr Studierende der Fachrichtung Elektrotechnik
und Informationstechnik (Studienplan B) angeboten. Es bildet zusammen mit der im
Wintersemester durchgefÁhrten Veranstaltung Simulation digitaler Ábertragungssysteme
eine gewisse Einheit: Der in beiden Praktika dargebotene Lehrstoff ergÂnzt sich, ohne
daÄ es zu gravierenden Àberschneidungen kommt. Deshalb kann jede dieser beiden
Lehrveranstaltungen auch unabhÂngig voneinander besucht werden.

VorlÂufer beider Praktika war Simulation von Nachrichtensystemen, das erstmals im
Wintersemester 1987/88 stattgefunden hat. Dieses entstand ebenso wie das dazugehÅrige
Lehr-Softwarepaket LNTsim auf Anregung von Herrn Akad. Dir. Gottfried Binkert,
dem ich an dieser Stelle fÁr die Idee ebenso danken mÅchte wie fÁr die groÄartige Unter�
stÁtzung bei der Beschaffung der benÅtigten Rechnerausstattung in den Anfangsjahren.

In der nun vorliegenden Version 4.0 beinhaltet LNTsim insgesamt 24 interaktive
Graphikprogramme, von denen Sie 16 in diesem Praktikum kennenlernen werden. Vier
weitere werden - zusammen mit einigen WINDOWS-Programmen - fÁr das Praktikum
Simulation digitaler Ábertragungssysteme herangezogen. Daneben sind neuerdings auch
die vier Lehrprogramme zur Systemtheorie in das Programmpaket LNTsim integriert.

Alle diese Programme wurden im Rahmen von Diplomarbeiten konzipiert und fÁr
unterschiedliche Rechnerplattformen implementiert. Ich mÅchte an mich dieser Stelle
bei all meinen Diplomand(inn)en fÁr die besonders intensive und freundschaftliche
Zusammenarbeit recht herzlich bedanken. In der ersten Phase (etwa von 1984 bis 1988)
wurden Programme fÁr Mehrbenutzer-Rechner (RSX und UNIX) entwickelt. Die ersten
grundlegenden Arbeiten stammen von Herrn GÂnter FrÄschl, dessen Konzipierung der
Systemtheorie-Versuche auch in der jetzigen Version noch weitgehend zu erkennen ist.
Herr Rainer Gebhart hat wÂhrend seiner Diplomarbeit die Praktikumsversuche zu den
Statistischen Methoden der Nachrichtentechnik gestaltet (siehe Kapitel 1, 3, 4 und 5). Das
Thema von Herrn Bernhard Knull waren die Anwendungen der Korrelationsfunktionen, die
Sie in dieser Anleitung in den Kapiteln 9 und 10 finden. Herr Christian Riedl hat sich in
seiner Diplomarbeit ausfÁhrlich mit der Digitalen BasisbandÂbertragung auseinanderge�
setzt und damit die Grundlagen der Kapitel 13 und 14 geschaffen. Die Programme zu den
Digitalen Modulationsverfahren gehen auf die Diplomarbeit von Herrn Manfred Kugler
zurÁck. Herr Gerhard SchÄps hatte zum AbschluÄ der ersten Phase die Aufgabe, die
entstandenen Programme und Anleitungen sowohl inhaltlich als auch didaktisch zu Áber�
arbeiten, sie zu koordinieren und die Àbungsaufgaben zu konzipieren.

Durch die Anschaffung von Personal Computern im Jahre 1991 konnten auch fÁr das
Praktikum Simulation von Nachrichtensystemen wesentliche Verbesserungen erzielt
werden. Dazu war allerdings auch noch sehr viel Arbeit notwendig. Herr Martin Igmandy
hat dabei die wesentlichen Grundlagen fÁr die Umsetzung der zahlreichen Graphikrouti�
nen geschaffen und die DOS-Programme zu den Kapiteln 1, 3, 4, 5 und 13 portiert. Herr
Stefan Rasspe hatte die Aufgabe, das neu hinzugekommene Kapitel 2 zu erstellen und die
Programme zu Kapitel 9 und 10 anzupassen. 
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Die neu aufgenommenen Kapitel 7 und 8 zur Diskreten Fouriertransformation sind das
Ergebnis der Diplomarbeit von Herrn Oliver Siegel. Ebenso wurde das Kapitel 11 neu
gestaltet, und zwar von Frau Dorothea Pabst, die auch fÁr den KorrelationsempfÁnger
verantwortlich ist. Das Programm Codierte und mehrstufige Âbertragung, das Sie im
Kapitel 15 kennenlernen werden, geht auf Herrn Helmut Frohnwieser zurÁck, ebenso wie
der Teil Viterbi-EmpfÂnger des Programms Korrelations- und Viterbi-EmpfÁnger. Die
Routinen zur Graphikeingabe und zur MenÁsteuerung wurden von Herrn Erik Hogl und
Herrn Hans-Peter Christoph geschaffen, die auch die Lehrprogramme Digitale Basisband�
Äbertragung (Kapitel 14), Nyquistsysteme (Kapitel 16), Digitale Modulationsverfahren so�
wie Digitale Phasenmodulation auf die Erfordernisse der neuen Rechner anpaÄten. Herr
Theodoros Papavassiliu hat die neuen Programme zur Systemtheorie erstellt.

Im Rahmen einer Zulassungsarbeit fÁr das Lehramt an beruflichen Schulen wurde
schlieÄlich 1996/97 von Herrn Peter Werthan noch die Pulscodemodulation realisiert
(Kapitel 12). Dieses Programm vervollstÂndigt das Software-Paket LNTsim.

Mein Dank gilt weiter meinem langjÂhrigen Kollegen Dr.-Ing. Klaus Eichin sowie
meinen ehemaligen Kolleg(inn)en Frau Dipl.-Ing. Daphne Popescu (in den Jahren 90/91
Gastwissenschaftlerin von der Hochschule fÁr Elektronik und Telekommunikation in
Bukarest, jetzt Siemens AG, MÁnchen), Herrn Prof. Dr.-Ing. Frowin Derr (jetzt Fach�
hochschule Ulm), Herrn Dr-Ing. Michael Fleischmann (jetzt VIAG Interkom, MÁnchen),
Herrn Prof. Dr-Ing. JÄrgen Franz (jetzt Fachhochschule DÁsseldorf) sowie Herrn Dr.-Ing.
Norbert Hanik (jetzt Telekom, Berlin), die diese Diplomarbeiten teilweise mitbetreut
haben und viele interessante Anregungen gaben. 

Nicht ganz ohne Stolz mÀchte ich noch erwÂhnen, daÄ das Software-Paket LNTsim
und die dahinter stehende Idee im Oktober 1992 mit dem Deutsch-Åsterreichischen
Hochschul-Software-Preis ausgezeichnet wurde und dadurch Áber unsere Hochschule
hinaus bekannt wurde. Wir freuen uns, daÄ inzwischen "unser" Praktikum an mehreren
UniversitÂten und Fachhochschulen in Deutschland und Åsterreich eingesetzt wird.

Ich hoffe, daÄ Sie als Teilnehmer im Verlauf dieses Praktikums Ihr Wissen aus dem
Gebiet der Nachrichtentechnik etwas auffrischen kÀnnen und vielleicht sogar das eine
oder andere Neue erfahren. Bitte haben Sie Nachsicht, wenn nicht alles Ihren Vorstellun�
gen entspricht. FÁr Ihre (negative oder positive) Kritik sind wir Ihnen sehr dankbar.

Wir wÁnschen Ihnen viel Erfolg und SpaÄ im Praktikum!

MÁnchen, im MÂrz 1999                                                                 GÁnter SÀder

Hinweis: Bei eventuellen Fragen wenden Sie sich bitte an:
Priv.-Doz. Dr.-Ing. habil. GÂnter SÁder

Lehrstuhl fÂr Nachrichtentechnik, Technische UniversitÄt MÂnchen, D-80290 MÂnchen

Tel: (089) 289-23486, Fax: (089) 289-23490, Email: guenter.soeder@ei.tum.de
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Die Anleitung zu diesem Praktikum wird in zwei Teilen ausgegeben. Teil A beinhaltet die

Versuche der ersten drei Termine, der Teil B die letzten vier.
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0 Vorbemerkungen
MÁgliche Strategien bei der Planung und Dimensionierung von Nachrichtensystemen

Eine hÁufig an Ingenieure gestellte Aufgabe lautet: Die prinzipielle Wirkungsweise

eines neu zu konzipierenden Systems sei bekannt; ein mehr oder weniger detailliertes

Blockschaltbild liegt vor. Wie mÂssen nun die einzelnen Komponenten dimensioniert

werden, damit das Gesamtsystem die gestellten Anforderungen mÄglichst gut erfÂllt?

Welche Randbedingungen sind die kritischsten? Welchen EinfluÀ besitzen realisierungs�

bedingte UnzulÁnglichkeiten wie z.B. Toleranzen und Laufzeiten?

Eine MÄglichkeit - wenn auch die schlechteste - wÁre es, das System auf "gut GlÁck"

aufzubauen und anschlieÀend die einzelnen Systemparameter so lange zu verÁndern, bis

die spezifizierten Anforderungen "irgendwie" erfÂllt werden. Diese Vorgehensweise

versagt bei komplexeren Systemen mit Sicherheit.

Eine zweite MÄglichkeit bietet die analytische LÂsung der gestellten Aufgabe. Hierbei

mÂssen zunÁchst die physikalischen Eigenschaften der Einzelkomponenten durch mathe�

matisch handhabbare Modelle angenÁhert werden. AnschlieÀend ist das entscheidende

Optimierungskriterium exakt zu definieren und in AbhÁngigkeit aller freien Systempara�

meter analytisch darzustellen. Als letzter Schritt erfolgt dann die Optimierung dieser

Systemparameter unter Verwendung bekannter mathematischer Verfahren wie z.B. der

Differential- oder der Variationsrechnung.

Ist es fÂr ein vorliegendes Problem Âberhaupt praktikabel, so sollte stets eine solche

analytische Optimierung angestrebt werden. Dabei kann zur UnterstÂtzung durchaus ein

Rechner eingesetzt werden, beispielsweise fÂr das LÄsen umfangreicher Gleichungs�

systeme oder fÂr die numerische Auswertung komplizierter Integrale.

Eine analytische LÄsung des Optimierungsproblems versagt immer dann, wenn

zwischen dem Optimierungskriterium und den Systemparametern kein einfacher Zusam�

menhang besteht. Ein solcher Fall ist beispielsweise dann gegeben, wenn statistische

GrÄÀen eine dominante Rolle spielen und die elementaren Gesetze der Statistik nicht

anwendbar sind. Dies gilt z.B. fÂr alle nichtstationÁren ZufallsgrÄÀen und viele Zufalls�

prozesse mit nichtgauÀfÄrmiger Amplitudenverteilung. In allen diesen FÁllen ist die

Simulation ein mÄglicher und hÁufig gewÁhlter Weg zur LÄsung der gestellten Aufgabe.

Bei der Systemsimulation werden alle Komponenten an einem Digitalrechner soft�

waremÁÀig nachgebildet, was wiederum eine geeignete Modellierung der technischen

Einrichtungen erfordert. Ein solches Modell muÀ dabei das zu simulierende Original

nicht in allen Details wiedergeben, sollte jedoch dessen FunktionalitÁt hinsichtlich der

gestellten Aufgabe ausreichend genau beschreiben. Meist wird ein KompromiÀ zwischen

mathematischer Handhabbarkeit und dem Bezug zur RealitÁt gefunden werden mÂssen.

Die Simulation ersetzt in immer grÄÀerem Umfang experimentelle Untersuchungen.

Die Vorgehensweise bei einer Simulation wird entscheidend dadurch geprÁgt, ob sie in

Echtzeit erfolgen soll oder nicht. Beim Einsatz eines herkÄmmlichen Digitalrechners

(z.B. Personalcomputer, Workstation, GroÀrechenanlage) ist eine Echtzeitsimulation
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meistens nicht mÁglich. Im allgemeinen ist hier die erforderliche Rechenzeit TR zur
Simulation eines Zeitausschnitts der Dauer T0 um ein Vielfaches grÁÂer als T0, wobei TR
sowohl von der KomplexitÄt des Simulationsobjekts als auch von der LeistungsfÄhigkeit
und Auslastung des eingesetzten Rechners abhÄngt.

Eine Simulation ohne Echtzeitbedingungen stellt weniger starke Anforderungen an
Hardware, Software und Programmierer. Inzwischen gibt es eine groÂe Anzahl kom�
merzieller Simulationsprogramme auf dem Gebiet der DigitalsignalÀbertragung. Zu
erwÄhnen sind hier beispielsweise "Matlab/Simulink", "Cossap", "SPW" und "Ptolemy".

Durch den Einsatz spezieller Prozessoren (z.B. von Signalprozessoren und Parallel�
rechnern) ist unter UmstÄnden eine Echtzeitsimulation (TR=T0) mÁglich. Eine solche
bietet unter anderem den Vorteil, daÂ die mittels Simulation gewonnenen Signale nach
einer Digital/Analog-Wandlung physikalisch vorliegen und somit auch eine hybride
Simulationstechnik mit Hard- und Softwarekomponenten ermÁglicht wird. AuÂerdem
stellt der jeweilige Programmteil zur Simulation einzelner Systemkomponenten gleich�
zeitig die digitale Realisierung dieser Komponente dar. 

Grenzen der Echtzeitsimulation sind durch die LeistungsfÄhigkeit der Prozessoren
und die KomplexitÄt des Åbertragungssystems gegeben, so daÂ auch derzeit (1999) nur
relativ geringe Bitraten im kbit/s-Bereich in Echtzeit simuliert werden kÁnnen.

Zur Verdeutlichung hierzu ein Zahlenbeispiel: Bei einer Bitrate von RB=10 kbit/s
und einer Zeitdiskretisierung von 10 Abtastwerten ("Samples") pro Bit ergibt sich fÀr die
Zeitrasterung TA=10Äs. Ein Prozessor mit einer Rechenleistung von 50MFLOPS kann
wÄhrend dieses Intervalls 500 Gleitkommaoperationen abarbeiten. Durch Kopplung
mehrerer parallel betriebener Prozessoren kann auf diese Weise die Simulation eines
vollstÄndigen Åbertragungssystems mit vielen Einzelkomponenten in Echtzeit erfolgen.
Einzelne Systemparameter lassen sich auf diese Weise sehr viel einfacher variieren als bei
einem vergleichbaren Hardwaresimulator.   

Durch Variation aller unabhÄngigen Parameter lÄÂt sich die Systemsimulation zur
Systemoptimierung erweitern. Es ist jedoch anzumerken, daÂ bei komplexen Systemen
auch beim Einsatz leistungsfÄhiger Rechner unzumutbar groÂe Rechenzeiten entstehen.
Die Systemsimulation eignet sich deshalb weniger gut fÀr die Optimierung, sondern eher
zur Verifizierung des vorher auf andere Weise optimierten Systems, und sollte daher stets
zwischen der Systemoptimierung und einer Realisierung stehen. Sie ist z.B. besonders gut
fÀr die AbschÄtzung von ToleranzeinflÀssen und Laufzeitproblemen geeignet.

ÂÄÀÄÅÃÇÉÄÀÊÃÄËÃÇÈÍÎÇÏÍÎÌÑÓÔÑÎÍÀÅÇÖÃËÇÒÎÕŠÚÄŠÍÛË

Das Praktikum "Simulationsmethoden in der Nachrichtentechnik" soll Ihnen einen
Einblick in die heute gebrÄuchlichen Methoden zur Modellierung, Simulation und
Systemoptimierung vermitteln. Die ausgewÄhlten Beispiele stammen meist aus dem
Gebiet der digitalen Åbertragungsverfahren, doch kÁnnen die Ergebnisse ebenso auf
andere Nachrichtensysteme - z.B. auch solche zur Signalverarbeitung oder zur Muster�
erkennung - Àbertragen werden. 
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Sie werden im Verlauf dieses Praktikums 16 verschiedene Teilgebiete kennenlernen
und bearbeiten. Zu den einzelnen Terminen sind folgende Themen geplant:

1. Termin am   ................. : 1 Diskrete ZufallsgrÁÂen ("dis"),
2 PN-Generatoren ("png"),
3 Markovketten ("mar"),

2. Termin am   ................. : 4 Kontinuierliche ZufallsgrÁÂen ("kon"),
5 Zweidimensionale ZufallsgrÁÂen ("zwd"), 

3. Termin am   ................. : 6 Lineare zeitinvariante Systeme ("lzi"),
7 Diskrete Fouriertransformation ("dft"),
8 Spektralanalyse ("spa"),

4. Termin am   ................. : 9 Stochastische Prozesse ("stp"),
10 Filterung stochastischer Signale ("fil"),   

5. Termin am   ................. : 11 Optimalfilter ("ofi"), 
12 Pulscodemodulation ("pcm"),

6. Termin am   ................. : 13 Fehlerwahrscheinlichkeit ("fwk"),
14 Digitale BasisbandÄbertragung ("bas"),

7. Termin am   ................. : 15 Codierte und mehrstufige Àbertragung ("cod"),
16 Nyquist-Systeme ("nyq").

FÄr das Praktikum werden lediglich Grundkenntnisse der Statistik, der Systemtheorie
und der Nachrichtentechnik vorausgesetzt, die an der Technischen UniversitÅt MÄnchen
z.B. in den Vorlesungen "Statistische Methoden der Nachrichtentechnik" (Prof. Hauske)
sowie "Nachrichtentechnik 1 und 2" (Prof. Hagenauer) vermittelt werden. Eine Teilnahme
erscheint daher ab dem 6. Fachsemester als sinnvoll.

Bei jedem der nachfolgenden 16 Kapitel finden Sie zunÅchst eine kurze Zusammen�
fassung der dazugehÁrigen Theorie, anschlieÂend einige Vorbereitungsfragen, die Sie vor
dem jeweiligen Termin beantworten sollten. In der VersuchsdurchfÄhrung arbeiten Sie
im Dialogbetrieb mit fertigen Graphik-Programmen, die Ihnen den Stoff nochmals ver�
deutlichen sollen, und mit deren Hilfe Sie auch Ihre Ergebnisse der Vorbereitungsfragen
ÄberprÄfen kÁnnen. Zu jedem Kapitel gibt es ein eigenes Programm, dessen Namen aus
obiger Zusammenstellung entnommen werden kann, und das im allgemeinen sehr viel
mehr MÁglichkeiten bietet, als es fÄr die VersuchsdurchfÄhrung notwendig ist. Sie
kÁnnen sich also noch beliebig ausfÄhrlich mit einem Thema beschÅftigen, wenn Ihnen
eine VersuchsdurchfÄhrung als nicht ausreichend erscheint.

Ein wesentlicher Bestandteil des Praktikums sind die Àbungsaufgaben, mit denen Sie
praktische Erfahrungen fÄr die Simulation von Nachrichtensystemen sammeln kÁnnen.
Die von Ihnen zu erstellenden Unterprogramme und Programmteile kÁnnen in das
jeweilige Hauptprogramm eingebunden und damit getestet werden, so daÂ Sie von den
Problemen der graphischen/alphanumerischen Ausgabe weitgehend entlastet werden
und sich ganz auf die Umsetzung der Simulationsalgorithmen konzentrieren kÁnnen. Es
ist empfehlenswert, die zu erstellenden Algorithmen bereits vor dem jeweiligen Termin
zu konzipieren und in die entsprechenden Unterprogramme umzusetzen.
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Sie haben die freie Wahl, Ihre Unterprogramme in "C" oder "Fortran77" abzufassen.
Grundkenntnisse einer dieser Programmiersprachen wÁren daher wÂnschenswert, sind
jedoch nicht Voraussetzung. Im Mittelpunkt des Praktikums steht aber nicht das Erlernen
des Programmierens, sondern das Kennenlernen verschiedener Simulationstechniken.
Eine Umsetzung des hier Gelernten in andere Programmiersprachen wie z.B. "Modulo"

oder "Assembler" sollte Ihnen deshalb keine Schwierigkeiten bereiten. AuÄerdem
kÀnnen die hier angegebenen Algorithmen auch an Spezialrechnern (z.B. Signalpro�
zessoren) implementiert werden, die fÂr Echtzeitsimulationen besonders geeignet sind.

Die hier verwendeten Graphikprogramme sind in Fortran geschrieben. Damit Sie
C-Programmteile in die Hauptprogramme einbinden kÀnnen, muÄten Interfaces erstellt
werden, die die ParameterÂbergabe von den Fortran- zu den C-Routinen (und um�
gekehrt) bewerkstelligen. Dies ist der Grund dafÂr, daÄ Sie bei der C-Programmierung
einige - nach unserer Auffassung nicht sehr einschrÁnkende - Restriktionen in Kauf
nehmen mÂssen. Im Anhang A sind diese zusammengestellt. Desweiteren finden Sie im
Anhang noch Tabellen der GauÄschen Fehlerfunktionen und zur Fouriertransformation.

Anzumerken bleibt, daÄ am Ende dieses Manuskripts eine Zusammenstellung aller
MusterlÀsungen (Vorbereitungsfragen, VersuchsdurchfÂhrung, Åbungsaufgaben) folgt. 

Gemeinsamkeiten und Unterschiede bei der Untersuchung verschiedenartiger Systeme

Viele der ausgewÁhlten Anwendungsbeispiele stammen aus dem Gebiet der digitalen
Åbertragungsverfahren. Wichtig fÂr die Verallgemeinerung der vorgestellten LÀsungs�
vorschlÁge auf andere Bereiche ist, die Gemeinsamkeiten ebenso wie die grundlegenden
Unterschiede zwischen dem spezifischen Problem und den hier betrachteten digitalen
Åbertragungssystemen zu erkennen und in geeigneter Weise zu berÂcksichtigen.

Zur Verdeutlichung dieser Aussage ein kleines Beispiel: Die QualitÁt eines jeden
Nachrichtensystems wird durch das unvermeidbare Rauschen mehr oder minder stark
beeintrÁchtigt. Dies gilt unabhÁngig davon, welche Aufgaben das Nachrichtensystem zu
erfÂllen hat, und ob es sich dabei um ein Analog- oder ein Digitalsystem handelt.
Deshalb ist die geeignete Beschreibung und Modellierung der Rauschsignale - z.B. durch
Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion (WDF) und Leistungsdichtespektrum (LDS) - eine
der genannten "Gemeinsamkeiten" bei der Untersuchung verschiedener Nachrichten�
systeme. Dagegen sind die Auswirkungen eines solchen Rauschsignals in starkem MaÄe
anwendungsspezifisch. Bei einem Analogsystem ist z.B. das Rauschen stets mit einem
QualitÁtsverlust verbunden, wÁhrend es sich bei einem Digitalsystem erst dann stÀrend
bemerkbar macht, wenn ein gewisser Grenzwert Âberschritten wird. Dies ist in der obigen
Aussage mit den "grundlegenden Unterschieden zwischen den einzelnen Systemen" gemeint.

Daneben gibt es eine Vielzahl weiterer Randbedingungen, die die sinnvolle
Vorgehensweise bei Systemuntersuchungen beeinflussen. Ein herkÀmmliches Åbertra�
gungssystem - sei es nun analog oder digital - kann stets als "eindimensional" betrachtet
werden. Das heiÄt, daÄ hier die Signale nur Funktionen einer Variablen, nÁmlich der
Zeit, sind. Ebenso gibt es beim Åbergang in den Spektralbereich auch nur eine Frequenz.
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Bei einem Quadraturmodulationsverfahren bestehen die einzelnen Signale jeweils aus
zwei Komponenten, nÁmlich der Inphase- und der Quadraturkomponente. Beide Kom�
ponenten sind aber auch nur Funktionen einer Variablen, nÁmlich der Zeit, so daÂ auch
hier eindimensionale Transformationen zum Äbergang in den Spektralbereich aus�
reichen. Quadraturmodulationsverfahren lassen sich demnach in gleicher Weise wie ein
herkÀmmliches Äbertragungsverfahren behandeln, nur ist der Aufwand doppelt so groÂ.

Ein anderer Sachverhalt ist in der Bildverarbeitung gegeben. Bereits beim einfachsten
Beispiel eines ruhenden SchwarzweiÂbildes ist das Signal - in diesem Fall der Grauwert -
eine Funktion zweier Variabler, nÁmlich der Ortskoordinaten x und y. Beim Äbergang
in den Spektralbereich muÂ man in diesem Fall eine zweidimensionale Transformation
verwenden, und es gibt dann auch zwei voneinander unabhÁngige Frequenzvariable fx
und fy. Es ist klar, daÂ hier sehr viel mehr Unterschiede als Gemeinsamkeiten zu den
eindimensionalen Äbertragungsverfahren zu finden sein werden. Andererseits lassen sich
aber auch die meisten GesetzmÁÂigkeiten der zweidimensionalen Transformation aus
den eindimensionalen Transformationsgleichungen herleiten.

Diese AusfÅhrungen lassen sich beliebig fortsetzen. Bei der Untersuchung von ruhen�
den Farbbildern mÅssen drei ("Rot", "GrÁn", "Blau") zweidimensionale (x, y) Signale
verarbeitet werden. Bei der Bewegtbildverarbeitung sind die Signale dreidimensional, d.h.
abhÁngig von der Zeit t und den beiden Ortsvariablen x und y. Entsprechend fÅhrt die
dreidimensionale Fouriertransformation hier auch zu drei Frequenzen ft, fx und fy. In
der Sensorik schlieÂlich ist die Anzahl der Dimensionen noch sehr viel grÀÂer (ca. 20 bis
40), und dementsprechend umfangreicher wird auch die Untersuchung solcher Systeme.

Trotz allem kann wohl gesagt werden, daÂ viele der nachfolgend aufgefÅhrten Gesetz�
mÁÂigkeiten und Eigenschaften fÅr sehr viele Nachrichtensysteme gleichermaÂen gelten.

EÀÅÀÃÇÉÊÀËÇÈÍËÎÈÏÀÅÌÇÀÑÇÉ
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1 Diskrete ZufallsgrÁÂen
Inhalt: Das erste Kapitel soll Sie mit den diskreten ZufallsgrÁÂen und deren Erzeugung

an einem Digitalrechner vertraut machen. Diese benÁtigt man z.B. zur Simulation eines

BinÄr- oder Mehrstufensignals sowie zur Nachbildung eines Àbertragungskanals mit

statistisch unabhÄngigen Fehlern durch ein digitales Modell, z.B. dem BSC-Modell. Zur

Beschreibung der diskreten ZufallsgrÁÂen werden die Wahrscheinlichkeit, die relative

HÄufigkeit sowie die Erwartungswerte und Momente erlÄutert, und anschlieÂend die

Binomial- und die Poissonverteilung als SonderfÄlle diskreter Verteilungen behandelt.

1.1 Wahrscheinlichkeit und relative HÁufigkeit

Ausgangspunkt einer jeden statistischen Untersuchung ist ein ÁÂÄÀÅÅÃÇÉÊÇËÈÍÇÎÏ.
Darunter versteht man einen unter gleichen Bedingungen beliebig oft wiederholbaren
Versuch mit ungewissem ErgebnisÌÑ, bei dem jedoch die Menge ÓÑÔÖÒder mÁglichen
Ergebnisse angebbar ist.                                 

HÄufig sind die Ergebnisse eines Versuchs Zahlenwerte, z.B. beim Zufallsexperiment
"Werfen eines WÅrfels". Dagegen liefert das Experiment "MÅnzwurf" die zwei mÁgli�
chen Ergebnisse "Kopf" und "Wappen". Zur einheitlichen Beschreibung verschieden�
artiger Experimente und zur besseren Handhabung wurde der Begriff der ÁÂÄÀÅÅÃÕËŠÚÇ
(Zufallsvariable) eingefÅhrt. Eine solche ist eine eindeutige Abbildung der Ergebnis�
menge ÓÑÔÖÛauf die Menge der reellen Zahlen. ErgÄnzend zu dieser Definition wird
zugelassen, daÂ eine ZufallsgrÁÂe Ü neben dem Zahlenwert auch eine Einheit besitzt.

Versuch mit mÁglichen
Ergebnissen Zahlenwerten

ZufallsgrÁÂe mit mÁglichen
ÜÙ= Ü(ÑÙ )ÑÙ

eineindeutige

Abbildung

Nach den mÁglichen Zahlenwerten ÜÔ=Ü(ÑÔ) unterscheidet man kontinuierlicheÌund
diskreteÌZufallsgrÁÂen. Eine kontinuierliche ZufallsgrÁÂe Ü kann zumindest in gewissen
Bereichen unendlich viele verschiedene Werte annehmen. Ist dagegen die Menge ÓÜÔÖ
abzÄhlbar, so ist die ZufallsgrÁÂeÌdiskret. Meist ist die Zahl der mÁglichen Werte auf Ÿ
begrenzt. In der Nachrichtentechnik bezeichnet man Ÿ als den Ž�Í��ÅÂÍÄÀÎÕÒ(im Sinne
der Codierungstheorie) bzw. als die ŽÏÂÄÇÎÜÀ�ÅÒ(aus der Sicht der Àbertragungstechnik).

 !"#$"!%!& a) kontinuierliche ZufallsgrÁÂen:

- Geschwindigkeit ’(Ï) eines Autos,  z.B. 0 ()’ ()200 km/h,

- Momentanwert eines Rauschsignals Î(Ï), z.B. gauÂverteilt.

b) diskrete ZufallsgrÁÂen:

- Roulette: Symbolvorrat *‘0‘, ‘1‘, ... , ‘36‘+ Ÿ = 37,

- BinÄrfolge: Symbolvorrat *‘O‘, ‘L‘+ Ÿ =  2.
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Eine diskrete, M-stufige ZufallsgrÁÂe z wird durch M Auftrittswahrscheinlichkeiten

pm Á= p(z=zm) beschrieben, wobei folgender Zusammenhang gilt:

Â
Â

ÄÀÅ
pÄ = 1Ä . (1.1)

Dagegen ist die Wahrscheinlichkeit p(z=zm), daÂ eine kontinuierliche ZufallsgrÁÂe z

einen ganz bestimmten Wert zm annimmt, identisch Null. Hier muÂ, wie in Kapitel 4

beschrieben, auf die WahrscheinlichkeitsdichtefunktionÃ(WDF) Àbergegangen werden. 

Die Wahrscheinlichkeiten nach Gl. (1.1) liefern Vorhersagen Àber das zu erwartende

Ergebnis eines statistischen Versuchs und sind somit sogenannte Apriori-KenngrÂÄen. Sie

unterscheiden sich im allgemeinen von den relativen HÀufigkeiten

h
ÇÉÊ
Ä =

nÄ
N

Ä Ä Ä Ä (Ë = 1, Ä Å.Å.Å.ÅÄ , M)Ä , (1.2)

die statistische Aussagen bezÀglich eines vorher durchgefÀhrten Versuches erlauben

(Aposteriori-KenngrÂÄen). In (1.2) bezeichnet N die Anzahl aller Versuche und nm die An�

zahl der Versuche mit dem Ergebnis Em bzw. der ZufallsgrÁÂe zm. FÀr alle Werte von N

gilt analog zu (1.1) auch fÀr die relativen HÃufigkeiten die Normierungsbedingung: 

Â
Â

ÄÀÅ
h

ÇÉÊ
Ä = 1Ä . (1.3)

Im Grenzfall NÄÈÍÒstimmen die relativen HÃufigkeiten mit den entsprechenden Wahr�

scheinlichkeiten Àberein, zumindest im statistischen Sinne. Dagegen gilt fÀr endliche

Werte von N nach dem Bernoullischen Gesetz der groÄen Zahlen (siehe z.B. [24]):

pÎÏh
ÇÉÊ
Ä - pÄÏ Ì Ñ ÓÄ ÔÄ

1

4 � N � ÑÖ Ä . (1.4)

Das bedeutet: Die Wahrscheinlichkeit, daÂ sich die relative HÃufigkeit hm und die dazu�

gehÁrige Wahrscheinlichkeit pm betragsmÃÂig um mehr als einen Wert Ñ unterscheiden,

ist kleiner oder gleich 1/(4ÒNÒÑÖ). FÀr ein gegebenes Ñ und eine zu garantierende Wahr�

scheinlichkeit kann daraus der minimale Wert von N berechnet werden (siehe V1.1). 

Der monotone Abfall mit N entsprechend (1.4) gilt nur im statistischen Sinne und

nicht fÀr jede einzelne Realisierung. Beispielsweise kann beim Experiment "MÀnzwurf"

durchaus nach N=1000 WÀrfen die relative HÃufigkeit exakt gleich der Wahrscheinlich�

keit p=0.5 sein (wenn nÕŠÚÚ = nÛÜÚÙ = 500 ist) und nach einer grÁÂeren Anzahl von

Versuchen, z.B. nach N=2000, wieder mehr oder weniger stark davon abweichen.

FÀhren sehr viele Personen parallel das Experiment "MÀnzwurf" durch und stellt man

die relative HÃufigkeit in AbhÃngigkeit von N dar, so ergeben sich dementsprechend

KurvenverlÃufe, die zwar tendentiell, aber nicht monoton abfallend sind. Berechnet man

den Mittelwert Àber diese alle, so erhÃlt man den monoton mit N abfallenden Verlauf.

Gl. (1.4) soll nun noch an einem Zahlenbeispiel verdeutlicht werden. Sie besagt u.a.,

daÂ die Wahrscheinlichkeit, daÂ nach N=10Ÿ WÀrfen die relative HÃufigkeit von der

Wahrscheinlichkeit p=0.5 um mehr als 0.001 abweicht, Ž 0.025% ist (vgl. auch D1.1).
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1.2 Erwartungswerte und Momente

Die Wahrscheinlichkeiten bzw. relativen HÁufigkeiten liefern weitreichende Infor�

mationen Âber die betrachtete (diskrete) ZufallsgrÄÀe. Reduzierte Informationen erhÁlt

man durch die sogenannten Momente

m
Ä

= EÄÅ z ÄÅ À = zÄÅÅ . (1.5)

HierbeiÃkennzeichnen EÄÃ... ÀÃden Erwartungswert (berechnet als Scharmittel) und die

Âberstreichende Linie die Zeitmittelung Âber die Zufallsfolge ÇzÉ ÊÃmit der Laufvariablen

Ë= 1 , ... , N. Beide Berechnungsarten fÂhren zum gleichen asymptotischen Ergebnis.

Mit k=1 erhÁlt man aus der allgemeinen Gl. (1.5) den linearen Mittelwert, der in

Zusammenhang mit (Digital-)Signalen auch als der Gleichanteil bezeichnet wird:

=
1

N
� È

N

ÅÍÎ
zÅÅ .mÎ = È

M

ÏÍÎ
pÏ � zÏ (1.6)

Die erste Gleichung in (1.6) beschreibt die Erwartungswertbildung ("Mittelung Âber alle

mÄglichen Werte"), wÁhrend die zweite Gleichung die Bestimmung als Zeitmittelwert

angibt. In analoger Weise erhÁlt man mit k=2 fÂr den quadratischen Mittelwert:   

=
1

N
� È

N

ÅÍÎ
z Ì
ÅÅ .mÌ = È

M

ÏÍÎ
pÏ � z Ì

Ï (1.7)

Bei Signalen kennzeichnet mÌ die (mittlere) Leistung, bezogen auf den Widerstand 1Ñ;

ist z eine Spannung, so hat mÌ die Einheit "VÌ". Mit (1.6) und (1.7) kann als weitere

KenngrÄÀe die VarianzÓÔ Ì bzw. die StreuungÓÔ Öbestimmt werden (Satz von Steiner):

Ô Ì= mÌ - mÌ
ÎÅ . (1.8)

Die Varianz Ô ÌÖentspricht physikalisch der Wechselleistung, wÁhrend die Streuung Ô  den

Effektivwert angibt. Ô Ì=ÒÌÖ ist ein Sonderfall (k=2) der Zentralmomente ÒÄ, die im

Gegensatz zu den Momenten mÄ nach (1.5) jeweils auf den Mittelwert mÎ bezogen sind:

Ò
Ä

= EÄÅ (z - mÎ)
ÄÅ ÀÅ . (1.9)

Eine weitere wichtige Eigenschaft der ZufallsgrÄÀen ist die statistische AbhÁngigkeit

bzw. UnabhÁngigkeit. Betrachtet man zwei aufeinanderfolgende ZufallsgrÄÀen zÉ  und

zÉÕŠ, so sind diese dann unabhÁngig, falls fÂr die bedingten WahrscheinlichkeitenÓgilt:

p(zÅÚÎ|zÅ )Å =Å p(zÅÚÎ )= p(zÅ )Å . (1.10)

ÛÜÙŸŽÙÜ�:  Die binÁre Symbolfolge ÇzÉ ÊÃ�Ö�ÃO, L �Ãbezeichnet man als statistisch unabhÁngig,

wenn zu allen Zeitpunkten ËÖdie beiden folgenden Bedingungen erfÂllt sind:

p(OÅÚÎ|OÅ )Å =Å p(OÅÚÎ|LÅ )Å =Å p(O)Å , (1.11)

p(LÅÚÎ|OÅ )Å =Å p(LÅÚÎ|LÅ )Å =Å p(L)Å . (1.12)

Das bedeutet, daÀ in diesem Fall das Auftreten von "O" bzw. "L" unabhÁngig davon ist,

ob vorher das Symbol "O" oder "L" aufgetreten ist. 
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1.3 Binomialverteilung

Die Binomialverteilung stellt einen Sonderfall fÁr die Auftrittswahrscheinlichkeiten
einer diskreten ZufallsgrÂÄe dar. Geht man davon aus, daÄ I binÀre und statistisch von�
einander unabhÀngige ZufallsgrÂÄen bÁÀ die Werte 0 und 1 mit den Wahrscheinlichkeiten
(1-p) bzw. p annehmen kÂnnen, so ist die Summe

z = ÂI

ÀÄÀ b
À

(1.13)

ebenfalls eine diskrete ZufallsgrÂÄe mit dem Symbolvorrat ÅÃ0, 1, 2, ... , I Ç. Der Symbol�
umfang betrÀgt somit M= IÁ+Å1. Das Auftreten der einzelnen Werte ist dabei unabhÀngig
von den vorhergegangenen. FÁr die Wahrscheinlichkeiten der Binomialverteilung gilt

pÉ = p(z = Ê) = ËIÊÈ � pÉ � (1 - p)IÍÉ (1.14)

mit 0Î Ê Î I und der Anzahl der Permutationen ("I Áber Ê")

ËIÊÈ =
I!Ê !� (I - Ê)!

=
I � (I - 1) �Ã Å.Å.Å.ÅÃ � (I - Ê + 1)

1 � 2 �Ã Å.Å.Å.ÅÃ � Ê Ã . (1.15)

FÁr die Momente gilt nach den Rechenregeln fÁr Erwartungswerte allgemein:

m
Å

= EÏÃ z ÅÃ Ì = ÂI

ÉÄÑ Ê Å � ËIÊÈ � pÉ � (1 - p)IÍÉÃ . (1.16)

Daraus und aus (1.8) folgt insbesondere fÁr den linearen Mittelwert und die Streuung:

mÀ = I � pÃ , (1.17)

Ó = I � p � (1-p)Ô Ã . (1.18)

Die maximale Streuung Ó = ÖÒ /2 ergibt sich fÁr die charakteristische Wahrscheinlichkeit
p=0.5. In diesem Fall gilt die Symmetriebeziehung pÕ=ÁpÖ Š Õ . Je mehr p von diesem
Wert abweicht, um so kleiner ist die Streuung, und um so unsymmetrischer werden die
Wahrscheinlichkeiten um den Mittelwert IÚp .

FÁr sehr groÄe Werte von I kann die Binomialverteilung durch die im nÀchsten Unter�
abschnitt 1.4 beschriebene Poissonverteilung angenÀhert werden. Ist gleichzeitig das
Produkt IÚp Û 1, so geht die Binomialverteilung nach dem Grenzwertsatz von de Moivre-

Laplace in eine diskrete GauÄverteilung Áber (vgl. Abschnitt 4.4).

Die Binomialverteilung findet in der Nachrichtentechnik ebenso wie in anderen
Disziplinen mannigfaltige Anwendungen. Beispielsweise beschreibt sie die Verteilung
von AusschuÄstÁcken in der statistischen QualitÀtskontrolle. Ebenso muÄ sie zur Berech�
nung der Restfehlerwahrscheinlichkeiten bei blockweiser Codierung herangezogen
werden. Auch die per Simulation gewonnene Bitfehlerquote eines digitalen Çbertra�
gungssystems ist im Grunde genommen eine binomialverteilte ZufallsgrÂÄe (vgl. V13.3).
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1.4 Poissonverteilung

Die Poissonverteilung ist ein Grenzfall der Binomialverteilung (Abschnitt 1.3), wobei
von den GrenzÁbergÂngen I! Ã und p! 0 ausgegangen wird. ZusÂtzlich wird vorausge�
setzt, daÄ das Produkt IÄp=À Åeinen endlichen Wert besitzt, der die mittlere Anzahl der
"Einsen" in einer festgelegten Zeiteinheit angibt und hÂufig als Rate bezeichnet wird.

BerÁcksichtigt man diese Voraussetzungen in (1.14), so folgt fÁr die Auftrittswahr�
scheinlichkeiten pÃ einer poissonverteilten ZufallsgrÀÄe z:

pÇ = p(z= É) = limÊËÈ I!É !� (I - É)!
Å � ÍÀ

I
ÎÇ

Å � Í1 -
À
I
ÎÊÏÇ

Å . (1.19)

Daraus erhÂlt man nach einigen algebraischen Umformungen:

pÇ =
ÀÇ
É !

� eÏÌÅ . (1.20)

Mittelwert und Streuung der Poissonverteilung ergeben sich direkt aus (1.17) bzw.
(1.18) durch zweifache Grenzwertbildung:

mÑ = limÊËÈÓËÔ Å I � p =Å ÀÅ , (1.21)

Ö = limÊËÈÓËÔ Å I � p � (1 - p)Ò =Å ÀÕ Å . (1.22)

Daraus ist ersichtlich, daÄ bei der Poissonverteilung stets Ö Š = mÑÚgilt.

Im Gegensatz zur Binomialverteilung (0Û É Û I) kann eine poissonverteilte Zufalls�
grÀÄe beliebig groÄe (ganzzahlige) Werte annehmen, d.h. die Menge der mÀglichen
Werte von z ist hier nicht abzÂhlbar. Da jedoch keine Zwischenwerte auftreten kÀnnen,
spricht man auch hier von einer diskreten Verteilung.

Die Poissonverteilung beschreibt die Ergebnisse eines Poissonprozesses. Dieser dient
hÂufig als Modell fÁr Folgen von Ereignissen, die zu zufÂlligen Zeitpunkten eintreten.
Beispiele fÁr derartige Ereignisse sind der Ausfall von Bauelementen oder GerÂten, eine
weitverbreitete Aufgabenstellung der ZuverlÂssigkeitstheorie. Weitere Beispiele sind das
Schrotrauschen bei optischer Ãbertragung und der Beginn von TelefongesprÂchen in
einer Vermittlungsstelle ("Verkehrstheorie"). 

ÜÙŸŽ�ŸÙ�� Gehen bei einer Vermittlungsstelle im Mittel neunzig VermittlungswÁnsche
pro Minute (gleich 1.5 pro Sekunde) ein, so lauten die Wahrscheinlichkeiten pÃ, daÄ in
einem beliebigen Zeitraum von einer Sekunde genau ÉÅBelegungen auftreten:

pÇ =
1.5Ç
É !

Å � eÏÑ�!Å , (1.23)

mit den Zahlenwerten pÔ=0.223, pÑ=0.335, pŠ=0.251, ... . Die Zeitdifferenz " zwischen
zwei VermittlungswÁnschen ist exponentialverteilt (vgl. Abschnitt 4.5); die mittlere Zeit�
spanne zwischen zwei eingehenden VermittlungswÁnschen betrÂgt E #"$=1/À %667 ms.
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1.5 Erzeugung von diskreten ZufallsgrÁÂen

Nahezu alle hÁheren Programmiersprachen bieten Pseudo-Zufallsgeneratoren an,

die zwischen 0 und 1 gleichverteilte reelle Zufallszahlen x liefern. Im Praktikum lautet

der C-Funktionsaufruf des Generators: "x=random()", wÂhrend in Fortran77 ein Unter�

programm aufzurufen ist: "callÁÂrandom(x)".

Durch sukzessives Aufrufen der Random-Funktion entsteht eine periodisch sich

wiederholende Folge reeller Zahlen (vgl. Abschnitt 4.3). Da die Periodendauer jedoch

sehr groÄ ist, kann diese Folge als "pseudozufÂllig" angesehen werden. Durch Angabe

eines Startwertes wird an bestimmten Stellen der Pseudozufallsfolge begonnen.

Bei der Generierung einer diskreten ZufallsgrÁÄe z wird zweckmÂÄigerweise von

einer solchen (zwischen 0 und 1) gleichverteilten ZufallsgrÁÄe x ausgegangen. Bild 1.1

zeigt das Prinzip am Beispiel M=3, wobei mit p0, pÇ und p2  die Auftrittswahrscheinlich�

keiten bezeichnet sind. Ist der aktuelle Wert von x kleiner als p0, so wird z=0 gesetzt.

Im Bereich p0 Âx < p0+pÇ gilt z=1, darÀberhinaus wird die ZufallsgrÁÄe zu z=2. 

Ä À Å
x

fÃ(x)

p0 p0+pÇ

z=0 z=1 z=2

Bild 1.1: Erzeugung einer ternÂren ZufallsgrÁÄe z ÇÉ0, 1, 2ÊËmit den Wahrschein�

lichkeiten p0, pÇ und p2 aus einer gleichverteilten ZufallsgrÁÄe x .

Das folgende Programmbeispiel verdeutlicht diesen Algorithmus zur Erzeugung einer

M-stufigen ZufallsgrÁÄe mit gleichen Auftrittswahrscheinlichkeiten pÈ= 1/M:  

in "C": in "F77":

ÍÎÏÌÑÓÔÖÒ ÕÏŠÚÌÚÛÑÜÙÏŸŠÕÎÏÑÓÔÖÒ

ÍÎÏÌÑÖŽ ÕÏŠÚÌÚÛÑÖ
�ÜÍÎ�ŠÑ��Û�Ï!Î"ÔÒŽÑÍÎÏÌÑÕŽ ÛÚ�ÍÑ��Û�Ï!Î"
Ñ�#Û�Ï!Î"ÔÒŽ Ÿ�ÍÍÑÛ�Ï!Î"Ô�Ò
ÑÕ#ÔÍÎÏÌÒÔ�$ÖÒŽ Ó#ÕÏŠÔ�$ÖÒ
ÑÛÚŠÙÛÏÔÕÒŽ ÛÚŠÙÛÏ
% ÚÏ!&&&&&

Aus DarstellungsgrÀnden ist hier die C-Version der FORTRAN-Funktion angepaÄt. Der

C-Programmteil kÁnnte auch sehr viel kompakter geschrieben werden:

’&ÜÍÎ�ŠÑÛ�Ï!Î"ÔÒŽÑÛÚŠÙÛÏÔÔÍÎÏÌÒÑÔÛ�Ï!Î"ÔÒ$ÖÒÒŽÑ(&

)*+,-+*/: FÀr die Stufenzahl M=3 und den aktuellen Zufallswert x=0.57 ergibt sich

x0M = 0.5703 = 1.71 und somit die diskrete ZufallsgrÁÄe z = 1. FÀr einen zweiten

Zufallswert x = 0.95 liefert die Funktion dagegen das Ergebnis z = 2.
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1.6 Vorbereitungsfragen

V1.1:

a) Wie groÁ ist die Wahrscheinlichkeit pÄ, daÁ bei É=100 000 MÂnzwÂrfen die relative

HÄufigkeit fÂr Zahl bzw. Wappen zwischen 0.495 und 0.505 liegt?

b) Wie groÁ mÂÁte man É mindestens wÄhlen, damit die Wahrscheinlichkeit, daÁ die

relative HÄufigkeit betragsmÄÁig um mehr als 0.4% von der Wahrscheinlichkeit

pÊ=À0.5 abweicht, nicht grÅÁer als 5% ist?

V1.2:

a) Berechnen Sie den linearen Mittelwert mÀ und die Streuung Å Ãeiner quaternÄren

ZufallsgrÅÁe z ÇÃÉÊ0, 1, 2, 3 ËÊmit gleichen Auftrittswahrscheinlichkeiten.

 

b) Wie groÁ sind diese Kennwerte bei einer binÄren ZufallsgrÅÁe z ÇÃÉÊ0, 1 Ë mit p(1)=p ?

Welche Werte ergeben sich fÂr p=0.5?

V1.3: Ein Zufallsgenerator "z" liefert je Taktzeit maximal einen Impuls und diesen mit

der Wahrscheinlichkeit p=À0.4. Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeiten pÈ=p(z=Í), daÁ

der Generator in 5 Taktzeiten genau Í Impulse abgibt. Welche Werte kann z annehmen

und welche Verteilung liegt hier vor? Tragen Sie Ihre Ergebnisse in die Tabelle und das

Diagramm auf der nÄchsten Seite ein.
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1 2 3 4 50
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Ë

Â
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V1.4

p
Ë

Ä p
Ë

Â = 0 Â = 1 Â = 2 Â = 3 Â = 4 Â = 5

ÀÅÃÇÉ Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeiten pÊ=p(z=Â)  einer Poissonverteilung mit

der Rate Ë=2,  und tragen Sie die Ergebnisse ebenfalls in obige Tabelle und Diagramm

ein. Welche Werte sind hier fÁr Â mÂglich?  

Beurteilen Sie anhand dieses Diagramms, welche der beiden ZufallsgrÂÄen ("V1.3"

oder "V1.4") einen grÂÄeren linearen Mittelwert mÈ und eine grÂÄere Streuung Í
besitzt. Berechnen Sie anschlieÄend zur Kontrolle die genauen Werte fÁr mÈ und Í .
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1.7 VersuchsdurchfÁhrung

Alle nachfolgenden Aufgaben kÁnnen mit dem Programm "dis" durchgefÂhrt werden. 

DÈÍÈ:

a) Bestimmen Sie fÂr eine BinÄrfolge mit gleichwahrscheinlichen sowie statistisch unab�

hÄngigen Symbolen (MenÂpunkt 1, M= 2) die betragsmÄÀige Abweichung

Ä(N) = Àh
ÅÃÇ
É - pÉÀ (1.24)

zwischen relativer HÄufigkeit und Wahrscheinlichkeit in AbhÄngigkeit der Anzahl N

der betrachteten Symbole. FÂhren Sie diese Aufgabe mit jeweils N=100 000 Zufalls�

grÁÀen und beliebigen, aber unterschiedlichen Startwerten insgesamt dreimal durch

und tragen Sie Ihre Ergebnisse in das nachfolgende Diagramm ein (nur Punkte in

AbstÄnden von N=10 000 einzeichnen).

ÊËÊÈÊ

ÊËÊÊÍ

ÊËÊÊÎ

ÊËÊÊÏ

ÊËÊÊÌ

ÈÊ ÌÊ ÑÊ ÏÊ ÓÊ ÎÊ ÔÊ ÍÊ ÖÊ ÈÊÊ

Startwerte: 1. 2. 3.

Ê
ÊËÊÊÊ

ÊËÊÊÈ

ÊËÊÊÑ

ÊËÊÊÓ

ÊËÊÊÔ

ÊËÊÊÖ

Ä(N)

N

1000

b) Ist es ein Widerspruch gegenÂber (1.4), daÀ die eingetragenen Kurven nicht notwen�

digerweise monoton abfallen? Welche Tendenz zeigen alle Kurven fÂr wachsendes N?
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c) Wie ist das Ergebnis der Vorbereitungsfrage V1.1 im Hinblick auf diesen Versuch zu

interpretieren? Berechnen Sie fÁr obiges Diagramm die 90%-Schranke, d.h. fÁr ein

gegebenes  N denjenigen Wert von Á , der bei einer sehr groÂen Anzahl von MeÂreihen

von mindestens 90% unterschritten wird. Skizzieren Sie Á9Î%(N) in obiges Diagramm.

d) Das Programm bietet mit dem MenÁpunkt 6 die MÄglichkeit, die 90%-Schranke per

Simulation zu bestimmen. Dazu werden die betragsmÀÂige Abweichungen bei 100

MeÂreihen mit jeweils N ZufallsgrÄÂen ermittelt und derjenige Wert ausgegeben, der

in 10% der FÀlle Áberschritten wurde. Bestimmen Sie die simulierte 90%-Schranke

fÁr N= 10 000, N= 30 000 und N= 50 000. Interpretieren Sie die Ergebnissse in

Bezug zu den unter Punkt c) berechneten Werten.

         

ÂÄÀÅÃ WÀhlen Sie nun den MenÁpunkt 2, die Stufenzahl M = 2 und die Auftrittswahr�

scheinlichkeit p(0) = 0.3. ÅberprÁfen Sie anhand der bedingten HÀufigkeiten h(0Ç0) und

h(0Ç1) bzw. h(1Ç0) und h(1Ç1), ob die einzelnen Zeichen der Zufallsfolge innerhalb der

Simulationsgenauigkeit tatsÀchlich als statistisch unabhÀngig angesehen werden kÄnnen.

Es gelte wiederum N = 100000.
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D1.3: ÁberprÂfen Sie die in V1.3 und V1.4 berechneten Auftrittswahrscheinlichkeiten

mit Hilfe des Programms "dis". WÄhlen Sie hierzu N=100 000. Wie groÀ ist in diesen

FÄllen die maximale Abweichung zwischen den Wahrscheinlichkeiten und den relativen

HÄufigkeiten? Beachten Sie hierbei, daÀ bei der Poissonverteilung das Programm "dis" 

fÂr p(7) die Summe aller restlichen Wahrscheinlichkeiten (d.h. fÂr Ï Ä 7) ausgibt.

a) Parameter der Binomialverteilung:  p =  . . . . . ,   I =  . . . . . 

ÌÀÅÃ ÇV1.3) =

b) Parameter der Poissonverteilung:  Ñ =  . . . . . 

ÌÀÅÃ ÇV1.4) =

FÂr die Aufgaben D1.4 und D1.5 wÄhlen Sie bitte jeweils den MenÂpunkt "0". In diesem
Fall werden die einzelnen Verteilungen, die Stufenzahl und die entsprechenden Wahr�
scheinlichkeiten oder Parameter vom Programm "dis" selbst per Zufall ausgewÄhlt.

D1.4: Mit unten angegebenen Kennzahlen entstehen binÄre Zufallsfolgen (N=50000).

Welche dieser Folgen sind statistisch abhÄngig? BegrÂnden Sie Ihre Antworten.

Kennzahl stat.

a) 1000

b) 2000

c) 3000

abhÄngig ?h(0) h(1) h(0|0) h(0|1) h(1|0) h(1|1)



18 G. SÁder: Simulationsmethoden in der Nachrichtentechnik

D1.5: Mit den im folgenden angegebenen Kennzahlen entstehen nichtbinÁre statistisch

unabhÁngige Zufallsfolgen. Bei welchen dieser diskreten Folgen handelt es sich um eine

Binomialverteilung, Poissonverteilung bzw. eine Verteilung mit beliebigen Wahrschein�

lichkeiten? Beachten Sie bei Ihrer Entscheidung insbesondere den linearen Mittelwert,

die Varianz sowie die Wahrscheinlichkeit p(0) [ h(0) fÂr den Wert Â = 0. Versuchen Sie

wenn mÄglich, die entsprechenden Verteilungsparameter zu ermitteln.

MittelwertKennzahl Verteilung

a)

b)

c)

Varianz

4000

5000

6000

h(0)
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1.8 Ábungsaufgaben
Die nachfolgenden Ábungen sollen Ihnen an einigen Beispielen die Vorgehensweise

bei der Erzeugung diskreter ZufallsgrÂÄen an einem Digitalrechner deutlich machen. 

Hinweis: Schreiben Sie Ihre C-Funktionen in Dateien mit der Extension ".c", z.B. die
Funktion "z2(M, p)" in die Datei "z2.c". Fortran-Programme mÀssen in Dateien mit der
Extension ".for" eingetragen werden. Zum Ábersetzen und Binden Ihrer C-Programme
benutzen Sie die Prozedur "mkdis" (bzw. "mkdis -f" fÀr die Fortran-Programme). Sie
kÂnnen dann Ihre LÂsungen mit dem Hauptprogramm "dis" testen, das die Parameter�
eingabe und die Ausgabe der Symbolfolgen und HÅufigkeiten Àbernimmt. WÅhlen Sie
zum Test der Ábungsaufgaben jeweils N = 100 000 Zufallszahlen.    

Sollte eines Ihrer Programme zu einem Rechnerabsturz fÀhren, so kÂnnen Sie zum
Test zunÅchst die Prozeduren "testz1", "testz2", "testz3" bzw. "testmom" verwenden (bei
den Fortran-Programmen jeweils mit der Option "-f"). Diese Hilfsprogramme Àberneh�
men das Ábersetzen und Einbinden der Programme und starten jeweils einen Testlauf
im alphanumerischen Modus mit einem vorgegebenen Parametersatz.

ÓÔÖÔÒ Schreiben Sie eine Funktion zur Erzeugung der ZufallsgrÂÄe zÄ ÀÅÃ 0, 1, ... , M-1ÕÇ

entsprechend dem Prinzip nach Bild 1.1. Der Dateiheader muÄ dabei wie folgt lauten:

ÉÊ ËÈÍÎÏÌÑÓÔÖÒÕŠÚÛÜ ÙŸŸÊ ŽÍ�ÛÎÛ�Ï�ÚÍ��ŽÈÍÏÌÑÓÔÖÒÕŠÚÛÜ
ËÈÍÎÏÔ!Ï ŽÍ�ÛÎÛ�ÏÔ
�ËÈ"�ÏÒÕŠÚÛ#$% �Û"ËÏÒÕŠÚÛÓ&ÊŸÜ

Die wÅhlbaren Auftrittswahrscheinlichkeiten p’=p(z=( ) werden vom Hauptprogramm
"dis" im Feld "p_mue" Àbergeben. Die fÀr die Berechnung notwendigen gleichverteilten
reellwertigen Zufallszahlen werden mit "x=random()" bzw. "call random(x)" aufgerufen,
wobei die C-Funktion "random()" intern als "Float" zu vereinbaren ist.

Testen Sie Ihre Funktion "z1(M, p_mue)" fÀr die Stufenzahlen M=Ã2, M=Ã4 und M=Ã8
sowie einigen beliebig gewÅhlten Auftrittswahrscheinlichkeiten.
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Á1.2: Zur Simulation von binomialverteilten ZufallsgrÁÂen gibt es zwei prinzipiell unter�

schiedliche MÁglichkeiten. Bei der ersten werden die einzelnen Auftrittswahrscheinlich�

keiten pŠ=p(z=Š ) fÄr Â= 0, ..., I gemÀÂ Gl. (1.14) berechnet und dann die ZufallsgrÁÂe

entsprechend dem Programm nach Å1.1 erzeugt. 

Schreiben Sie die Funktion "z2(M, p)", wobei MÃ= I+1 die Stufenzahl der binomial�
verteilten ZufallsgrÁÂe angibt, wÀhrend p die charakteristische Wahrscheinlichkeit nach
Abschnitt 1.3 kennzeichnet. Die notwendigen Dateiheader lauten:

ÄÀ ÅÃÇÉÊËÈÍÎÏÌÑÓÔÖÔÒ ÕŠŠÀ ÃÇÓÍÚÍÛÎÜËÇÉÓÃÙÇÎŸŽ����!

ÊÙÇÚÎŸŽ����!Î ÃÇÓÍÚÍÛÎ�

ÊÙÇÚÎ�"ÎÜÊÙÑÓÎ�# ÛÍÑÊÎ�

Verwenden Sie hierbei Ihre Funktion "z1" von Åbung Å1.1 in geeigneter Weise. Zur
ParameterÄbergabe an diese Funktion muÂ man intern ein Feld "p_mue" der LÀnge 8
vereinbaren. Die Auftrittswahrscheinlichkeiten pŠ kÁnnen nach folgender Rekursions�
formel berechnet werden:

p$ =
p � (I + 1 - Â)

(1 - p) � Â
� p$%&Ç . (1.25)

Die Funktion "z2(M, p)" kann man vom Hauptprogramm "dis" mit dem MenÄpunkt 8
aufrufen. Testen Sie Ihre Funktion fÄr die beiden Beispiele:

a) M=4 (I=3), p=0.4,

b) M=8 (I=7), p=0.4.

Vergleichen Sie die Ergebnisse mit denen der vorgegebenen Binomialverteilung nach
MenÄpunkt 3 bei gleichem Startwert und tragen Sie die sich ergebenden Rechenzeiten
in das Diagramm auf der nÀchsten Seite ein. 
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Á1.3: Die zweite MÁglichkeit zur Erzeugung einer binomialverteilten ZufallsgrÁÂe geht

von I binÄren ZufallsgrÁÂen bÚ aus, deren Summe per Definition binomialverteilt ist. 

Schreiben Sie eine Funktion "z3(M, p)", die auf diesem Algorithmus beruht. Die not�
wendigen Dateiheader lauten:

ÄÀ ÅÃÇÉÊËÈÍÎÏÌÑÓÔÖÔÒ ÕŠŠÀ ÃÇÓÍÚÍÛÎÜËÇÉÓÃÙÇÎŸŽ����!

ÊÙÇÚÎŸŽ����!Î ÃÇÓÍÚÍÛÎ�

ÊÙÇÚÎ�"ÎÜÊÙÑÓÎ�# ÛÍÑÊÎ�

$% &’’%ÊÙÇÚÎŸŽ����!
ÎÎÎÊÙÇÚÎ�"
ÎÎÎÜÊÙÑÓÎ�"
ÎÎÎ(ÎÊÙÇÚÎÃ�)�*ËÌ�Ÿ+ÍÃ,-�Ÿ.�!"
ÎÎÎÎÎÜÊÙÑÓÎ�/ÌËÍ034"
ÎÎÎÎÎ),�5."
ÎÎÎÎÎ�/ÌËÍ064,.5�"
ÎÎÎÎÎ�/ÌËÍ0.4,�"
ÎÎÎÎÎ*ËÌ,6"
ÎÎÎÎÎÜÙÛÎ�Ã,."ÎÃÏ,)"ÎÃ77!
ÎÎÎÎÎÎÎ*ËÌÎ7,ÎŸ.�Ÿ+ÍÃ��/ÌËÍ!"
ÎÎÎÎÎÛÍÓËÛÇÎ�*ËÌ!"
ÎÎÎ8

ÎÎÃÇÓÍÚÍÛÎÜËÇÉÓÃÙÇÎŸŽ����!
ÎÎÎÎÃÇÓÍÚÍÛÎ)���Ÿ.
ÎÎÎÎÛÍÑÊÎ���/ÌËÍ�6ÀŠ!
ÎÎÎÎ),�5.
ÎÎÎÎ�/ÌËÍ�6!,.5�
ÎÎÎÎ�/ÌËÍ�.!,�
ÎÎÎÎŸŽ,6
ÎÎÎÎÈÙÎ.6ÎÃ,.�)
ÎÎÎÎÎÎŸŽ,ŸŽ7Ÿ.�-��/ÌËÍ!
Î.6ÎÉÙÇÓÃÇËÍ
ÎÎÎÎÛÍÓËÛÇ
ÎÎÎÎÍÇÈ

Testen Sie Ihre Funktion (MenÀpunkt 9) mit den gleichen ParametersÄtzen wie in
Å1.2. Tragen Sie die Rechenzeiten in unten stehende Tabelle ein. Vergleichen Sie die
Rechenzeiten der beiden Funktionen "z2" (MenÀpunkt 8) und "z3" (MenÀpunkt 9) mit
der im Programm "dis" verwendeten Funktion (MenÀpunkt 3) fÀr die Beispiele M=4,
p=0.4 und M=8, p=0.4. WÄhlen Sie hierfÀr wiederum N=100 000. 

Welche der Funktionen ("z2" oder "z3") benÁtigt die kÀrzere Rechenzeit und warum?
Worauf kÁnnten generell die lÄngeren Rechenzeiten Ihrer Funktionen gegenÀber der im
Programm "dis" verwendeten Funktion zurÀckzufÀhren sein? Welchen EinfluÂ hat die
Stufenzahl M bei den einzelnen Realisierungen? 

Rechenzeit in Sekunden 

("z2")MenÀpunkt 3 MenÀpunkt 8 ("z3")MenÀpunkt 9

M=Ã4, p=Ã0.4

M=Ã8, p=Ã0.4

(N=100Ã000)
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Á1.4: Schreiben Sie das Unterprogramm "dismom", das aus einer beliebigen Folge von

N=10 000 Zufallszahlen den linearen Mittelwert mÛ, den quadratischen Mittelwert mÜ

sowie die Varianz Â ÜÄund die Streuung ÀÄberechnet und diese Kennwerte an das Haupt�

programm "dis" zurÁckgibt. Die Dateiheader mÁssen folgendermaÂen lauten:

ÅÃ ÇÉÊËÈÍÎÏÌÑÓÔÖÒÕÒŠ
ÚÛÉÎÌÎÉÜÓÛÓÙŸŽÓ�ŽÓ�ŽÜÉ�ÓÔ�ŽÜÉ�ÓÔ�

ÈÛÊ�ÌŸ!Ì"ÈÛÔÖÌ#Ó�Ž#Ó�Ž#ÜÉ�ÓÔ�Ž#ÜÉ�ÓÔ!

$%%Ã ÜÍ&’ÛÍÖÉÊÏÌÎÉÜÓÛÓÙŸŽÓ�ŽÓ�ŽÜÉ�ÓÔ�ŽÜÉ�ÓÔ�
ÉÊÖÏ�Ï’ÌŸ
’ÏÔÈÌÓ�ŽÓ�ŽÜÉ�ÓÔ�ŽÜÉ�ÓÔ

Die diskreten Zufallszahlen sollen durch die externe (Long- bzw. Integer-)Funktion
"z(M)" aufgerufen werden. ÄberprÁfen Sie mit Ihrem Programm die Ergebnisse der
Vorbereitungsfrage V1.2 (MenÁpunkt 1, M=À2 und M=À4). Beachten Sie insbesondere
die Genauigkeit Ihres Unterprogramms.

() *++)

ÇÉÊËÈÍÎÏÌÑÓÔÖÒÕÒŠ
ÚÛÉÎÌÎÉÜÓÛÓÙŸŽÓ�ŽÓ�ŽÜÉ�ÓÔ�ŽÜÉ�ÓÔ�
ÌÌÌÈÛÊ�ÌŸ!
ÌÌÌ"ÈÛÔÖÌ#Ó�Ž#Ó�Ž#ÜÉ�ÓÔ�Ž#ÜÉ�ÓÔ!
,ÌÌ"ÈÛÔÖÌÜÍÓŽÜÍ-!
ÌÌÌÈÛÊ�Ì/0�1111ŽÓÍŽ3ÉŽ3Ù�!

ÌÌÌ#Ó�0#Ó�0#ÜÉ�ÓÔ�0#ÜÉ�ÓÔ01!
ÌÌÌÜÍÓ0ÜÍ-01Õ!
ÌÌÌ"Û’ÌÙÓÍ0�!ÌÓÍÑ0/Ì!ÌÓÍ44�
ÌÌÌ,Ì3É03ÙŸ�!
ÌÌÌÌÌÜÍÓ403É!
ÌÌÌÌÌÜÍ-40Ù3É#3É�!
ÌÌÌ5

ÌÌÌ#Ó�0ÜÍÓ6/!
ÌÌÌ#Ó�0ÜÍ-6/!
ÌÌÌ#ÜÉ�ÓÔ�0#Ó�7Ù#Ó�#Ù#Ó���!
ÌÌÌ#ÜÉ�ÓÔ0Ü-’ÖÙ#ÜÉ�ÓÔ��!
5

ÌÌÌÌÌÌÌÜÍ&’ÛÍÖÉÊÏÌÎÉÜÓÛÓÙŸŽÓ�ŽÓ�ŽÜÉ�ÓÔ�ŽÜÉ�ÓÔ�
ÌÌÌÌÌÌÌÉÊÖÏ�Ï’ÌŸŽ/ŽÓÍŽ3Ž3É
ÌÌÌÌÌÌÌ’ÏÔÈÌÓ�ŽÓ�ŽÜÉ�ÓÔŽÜÉ�ÓÔ�ŽÜÍÓŽÜÍ-
ÌÌÌÌÌÌÌ8Ô’ÔÓÏÖÏ’ÌÙ/0�1111�
ÌÌÌÌÌÌÌÓ�01Õ
ÌÌÌÌÌÌÌÓ�01Õ
ÌÌÌÌÌÌÌÜÉ�ÓÔ01Õ
ÌÌÌÌÌÌÌÜÉ�ÓÔ�01Õ
ÌÌÌÌÌÌÌÜÍÓ01Õ
ÌÌÌÌÌÌÌÜÍ-01Õ
ÌÌÌÌÌÌÌÎÛÌ�1ÌÓÍ0�Ž/
ÌÌÌÌÌÌÌÌÌÌ3É03ÙŸ�
ÌÌÌÌÌÌÌÌÌÌÜÍÓ0ÜÍÓ43É
ÌÌÌÌÌÌÌÌÌÌÜÍ-0ÜÍ-4Ù3É#3É�
ÌÌÌÌ�1ÌËÛÊÖÉÊÍÏ
ÌÌÌÌÌÌÌÓ�0ÜÍÓ6/
ÌÌÌÌÌÌÌÓ�0ÜÍ-6/
ÌÌÌÌÌÌÌÜÉ�ÓÔ�0Ó�7ÙÓ�#Ó��
ÌÌÌÌÌÌÌÜÉ�ÓÔ0Ü-’ÖÙÜÉ�ÓÔ��
ÌÌÌÌÌÌÌ’ÏÖÍ’Ê
ÌÌÌÌÌÌÌÏÊÎ
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2 Pseudonoise-Generatoren

Inhalt: Dieses Kapitel beschÁftigt sich mit der reproduzierbaren Erzeugung von binÁren

ZufallsgrÂÄen, wobei sowohl auf die mathematische Darstellung solcher Generatoren

mittels Polynomen als auch auf deren Realisierung mittels Schieberegistern eingegangen

wird. AbschlieÄend werden die Eigenschaften solcher PN-Generatoren kurz diskutiert. 

2.1 Grundlagen und Definitionen

Eine MÂglichkeit zur Erzeugung einer binÁren ZufallsgrÂÄe ÁÂ  ÄÀ0, 1Å mit fÀr viele

AnwendungsfÁlle hinreichend guten statistischen Eigenschaften bieten die sogenannten

PN-GeneratorenÃ Die Bezeichnung ÇÉÊÇ, die fÀr ÉËÈÍÎÏÌÏÑËÈ steht, soll hierbei deutlich

machen, daÄ die durch einen solchen Generator erzeugte Folge Ó ÁÂÔÖim strengen Sinne

nicht stochastisch ist, sondern periodische und damit deterministische Eigenschaften

aufweist. Ist die PeriodenlÁnge  É jedoch hinreichend groÄ, so erscheint die Folge Ó ÁÂÔ
fÀr einen Betrachter als zufÁllig.

Ein Vorteil der PN-Generatoren liegt darin, daÄ die Zufallsfolge bei Kenntnis einiger

weniger Parameter reproduzierbar ist. Aus dieser Eigenschaft heraus ergeben sich auch

die wichtigsten Anwendungen, z.B. die FehlerhÁufigkeitsmessung bei der Digitalsignal�

Àbertragung (vgl. Kapitel 13, 14). Ein weiteres wichtiges Einsatzfeld der Pseudonoise-

Generatoren sind die sogenannten BandspreizverfahrenÒÕ"ŠÚÛÈÜÎÒŠÚÈÙŸÛÍŽÒŠ�ËŸÈŽË"��Òdie

z.B. im Versuch Ç�ÏÎÈÒ Ñ!ÑËÑÏÌÒ"Í#ŸÑÚ#ÈÒ$ÙÙÈËËÇ des Praktikums ÇŠÑŽÍ#ÜŸÑÏÌÒÎÑ%ÑŸÜ#ÈÛ
&ÁÈÛŸÛÜ%ÍÌ%ËË�ËŸÈŽÈÇ [30] eingehend behandelt werden. Dabei wird das Sendesignal mit

einer binÁren Zufallsfolge moduliert, deren Symbolfolgefrequenz deutlich grÂÄer als die

Bitfrequenz gewÁhlt ist. Dadurch kann unter gewissen Randbedingungen eine merkliche

StÂrminderung erzielt werden. Weiterhin bietet sich dadurch die MÂglichkeit der Mehr�

fachausnutzung von KanÁlen (�ÏÎÈŽÍ#ŸÑÚ#È’). Da am EmpfÁnger wieder die gleiche

Folge phasenrichtig zugesetzt werden muÄ, ist auch hier der Einsatz von solchen reprodu�

zierbaren Pseudonoise-Sequenzen Àblich.

PN-Generatoren werden meist durch rÀckgekoppelte Schieberegister realisiert. Bild

2.1 zeigt eine solche Anordnung, wobei zu jedem Taktzeitpunkt der Inhalt des Registers

um eine Stelle nach rechts geschoben wird.

...

...

...

Á(

Á()* Á()+ Á(), Á()-.* Á()-
SR* SR+ SR, SR-)* SR-

/0 /1 /4 /560

Bild 2.1: PN-Generator der LÁnge 7 zur Erzeugung einer BinÁrfolge Ó ÁÂÔ.
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FÁr das aktuell erzeugte Symbol gilt mit g l ÁÂ0, 1ÄÀund l=1, 2, ... , L-1:

bÅ = ( gÃ � bÅÇÃ + gÉ � bÅÇÉ +Â Ä.Ä.Ä.ÄÂ + gl � bÅÇl +Â Ä.Ä.Ä.ÄÂ + bÅÇL)Â mod 2Â . (2.1)

Die zu vorangegangenen Zeitpunkten generierten BinÀrwerte bÊ ËÈ  ... bÊ ËÍ sind in den

Speicherzellen SRÃ ... SRL des Schieberegisters abgelegt. Die Koeffizienten gÃÎ ... gLÇÃ
sind ebenfalls BinÀrwerte, wobei eine "1" eine RÁckkopplung an der entsprechenden

Stelle kennzeichnet und eine "0" keine RÁckfÁhrung.

Die Modulo-2-Addition kann z.B. durch eine XOR-VerknÁpfung realisiert werden:

(x+y)Â mod 2 = xÂ XORÂ y = Ï 0Ò Ò fallsÂ x = yÂ ,

1Ò Ò fallsÂ x Ì yÂ .
(2.2)

Die statistischen Eigenschaften der erzeugten PN-Folge werden im wesentlichen durch

die Koeffizienten g l ÁÂ0, 1Ä bestimmtÀ (Index l=1, 2, ... , L-1). Zur Kennzeichnung

unterschiedlicher PN-Generatoren werden oft Polynome der Art

G(D) = gL � DL + gLÇÃ � DLÇÃ + Ä.Ä.Ä.ÄÂ + gÃ � D + gÑ (2.3)

verwendet. Hierbei ist stets gÑ = gL =1 zu setzen und D ein formaler Parameter, der eine

VerzÅgerung um einen Takt angibt. DL kennzeichnet dann eine VerzÅgerung um L Takte.

Ist G(D) primitiv, so entsteht eine PN-Folge maximaler PeriodenlÁnge PÓÔÖ=2L-1.

Ein Polynom G(D) vom Grad L wird dann als primitiv bezeichnet, wenn die Division

(Dn+1)/G(D) fÁr keinen kleineren Wert als n=PÓÔÖ=2L-1 den Rest 0 ergibt. Zu

berÁcksichtigen ist, daÃ in der Modulo-2-Algebra "-1" und "+1" identisch sind.

Voraussetzung fÁr die Entstehung einer PN-Folge maximaler PeriodenlÀnge ist, daÃ

nicht alle Elemente des Schieberegisters mit Nullen vorbelegt sind, da sonst entspre�

chend (2.1) zu jedem spÀteren Zeitpunkt wieder nur das Symbol "0" erzeugt wÁrde.

ÒÕŠÚÛŠÕÜÙ Zur Verdeutlichung obiger Aussagen werden nun verschiedene Pseudonoise-

Generatoren vom Grad L=4 betrachtet, die durch die Koeffizienten gÃ, gÉ und gŸ
festgelegt sind. In Tabelle 2.1 sind die Merkmale dieser Generatoren zusammengefaÃt.

Tabelle 2.1: PN-Generatoren der LÀnge L=4 (gÑ=gŽ=1, Vorbelegung: 1001).

gÈg�g�
0 0 0

1 0 0

0 1 0

1 1 0

0 0 1

1 0 1

0 1 1

1 1 1

Oktal-
kennung

(21)

(31)

(25)

(35)

(23)

(33)

(27)

(37)

1001 1001

1001 101011110001001

1001 111001

1001 1101001

1001 000111101011001

1001 001

1001 0

1001 0

111001

1001

Perioden-

4

15

6

7

15

3

7

5

+ 1D�

+ 1D�

+ 1D� D�+

+ 1D� D�+

D� + 1

D� D� +D++ 1

D� D�++ 1

D� D� +D�+ D++ 1

D�+

D�+

D+

D+

G(D) lÀnge PbÅ� !
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Als Kurzbezeichnung fÁr die verschiedenen Konfigurationen ist, wie in der Literatur
Áblich, die Oktaldarstellung der BinÂrzahl (g4 g3 g2 g1 g0) gewÂhlt. Diese Oktaldarstellung
soll anhand des Polynoms D4+D3+1 erklÂrt werden, dessen RÁckfÁhrungskoeffizienten
(g4 g3 g2 g1 g0) = (11001) sind. Daraus ergibt sich die Oktalkennung (31). Wichtig ist, daÄ
bei dieser Kennzeichnung die RÁckkopplungskoeffizienten, von rechts mit g0 beginnend,
zu Tripeln zusammengefaÄt und diese oktal (0 ... 7) geschrieben werden.

Betrachten wir nun einige Anordnungen. Bei der Konfiguration mit der Oktal�
kennung (21) wird nur die Anfangsbelegung zyklisch wiederholt. Die PeriodenlÂnge ist
in diesem Fall abhÂngig von der Anfangsbelegung und nicht grÀÄer als P=4. Åhnliche,
wenn auch nicht identische Eigenschaften weist die Konfiguration (37) auf.

Weiterhin ist aus Tabelle 2.1 ersichtlich, daÄ die zueinander reziproken Anordnungen,
z.B. (27) und (35) bzw. (23) und (31), genau gleiche statistische Eigenschaften besitzen.
Das zum Polynom G(D) reziproke Polynom GR(D) ist dabei wie folgt definiert:

GR (D) = DL � G(D-1)Ã . (2.4)

Beispielsweise lautet das zum Polynom G(D)=1+D2+D3+D4 reziproke Polynom:

GR (D) = D4 � (1 + D-2 + D-3 + D-4) = D4 + D2 + D + 1Ã . (2.5)

Von besonderem Interesse sind PN-Generatoren, die Folgen maximaler PeriodenlÂnge
Pmax=2L-1 liefern. Im Fall L=4 betrÂgt die MaximallÂnge Pmax=15, und es gibt - wie
ebenfalls aus der Tabelle 2.1 hervorgeht - hierfÁr zwei mÀgliche Konfigurationen. Diese
beiden Anordnungen mit den Oktalkennungen (23) bzw. (31) sind zueinander reziprok,
die dazugehÀrigen Polynome D4+D+1 bzw. D4+D3+1 primitiv.

Anhand der Konfiguration (31) soll dies gezeigt werden. Entsprechend obiger Defini�
tion eines primitiven Polynoms vom Grad L=4 muÄ die Division von (D15+1) durch
(D4+D3+1) ohne Rest mÀglich sein. Wie die folgende Rechnung zeigt, trifft dies zu:

( DÁÂ 1+ ) : ( DÄ+DÀ+1 ) = ÁÁ ÁÅ Ã ÇD +D É+D +D +D +DÄ+DÀ +1 .
ÁÄ ÁÁD +D +DÁÂ

ÁÁD +D +1ÁÄ
ÁÄ ÁÀ ÁÅD +D +D

ÁÀ ÁÁ ÁÅD +D +D +1
ÁÀ ÁÊ ÃD +D +D

ÁÊ ÁÁ ÁÅ ÃD +D +D +D +1
ÁÊ ÁÁ ÉD +D +D

ÁÅ Ã ÉD +D +D +1
ÁÅ Ã ÇD +D +D

É ÇD +D +1
É Ë ÄD +D +D

Ë Ç ÄD +D +D +1
Ë Ç ÀD +D +D

Ä ÀD +D +1
Ä ÀD +D +1

/

/

/

/ /

/ /

/

/

0

(2.6)
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Hierbei ist berÁcksichtigt, daÂ in der Modulo-2-Algebra "+1" und "-1" identisch sind.
Da der Ausdruck (Dn+1) fÁr n<15 nicht durch G(D) teilbar ist, handelt es sich bei (31)
um ein primitives Polynom, d.h. die LÄnge der Ausgangsfolge ... 100110101111000 ...
ist maximal (P=24-1=15).

Die Ausgangsfolgen von reziproken Konfigurationen sind zueinander invers. Das
bedeutet, daÂ die Ausgangsfolge von (31), von rechts nach links gelesen, die Folge der
reziproken Anordnung (23) ergibt: ... 000111101011001 ... .  Die PeriodenlÄnge be�
trÄgt in beiden FÄllen P=15. Àhnliches gilt fÁr die Ausgangsfolgen von (27) und (35).

In einer Folge maximaler LÄnge PmÂx=2L-1 betrÄgt die maximale Anzahl direkt
aufeinanderfolgender Einsen L, die der direkt aufeinanderfolgenden Nullen L-1. Pro
Periode PmÂx ist stets eine "1" mehr als Nullen enthalten. Dies fÁhrt dazu, daÂ sich der
lineare Mittelwert einer PN-Folge gegenÁber einer echt zufÄlligen BinÄrfolge mit
gleichwahrscheinlichen Symbolen geringfÁgig vergrÅÂert. Ist bÂ ÄÀ-1, +1Å, d.h die
Pseudonoise-Ausgangsfolge bipolar (antipodisch)ÃÇ so ist der Mittelwert (Gleichanteil)
mÄ=1/(2L-1). Der quadratische Mittelwert (mittlere Leistung) betrÄgt wie bei je�
der bipolaren BinÄrfolge mÀ=1 (Anmerkung: Bei bipolarer Betrachtungsweise wird
manchmal das Symbol "O" mit +1 und das Symbol "L" mit -1 dargestellt. Damit kann
- wie z.B. in [7] - die Modulo-2-Addition durch eine Multiplikation ersetzt werden). 

In [32]Ésind alle PN-Generatoren maximaler LÄnge bis zum Grad L=34 angegeben.
Aus der entsprechenden Tabelle ist ersichtlich, daÂ bei jedem PN-Generator maximaler
LÄnge die Anzahl der RÁckfÁhrungen (d.h. die Anzahl der Koeffizienten gl =1 mit l=1,
2, ... , L) geradzahlig ist. Aber nicht jede Anordnung mit geradzahliger Anzahl von RÁck�
fÁhrungen fÁhrt zu einer Folge maximaler LÄnge.

FÁr Applikationen, die eine hohe Geschwindigkeit erfordern, sind Generatoren mit
nur einer Anzapfung (d.h. zwei RÁckfÁhrungen) sehr nÁtzlich. Das bedeutet, daÂ die
zugehÅrigen Generatorpolynome aus drei Gliedern bestehen. Einige dieser Konfigu�
rationen sind in Tabelle 2.2 zusammengestellt.

Tabelle 2.2: PN-Generatoren maximaler LÄnge mit nur zwei RÁckfÁhrungen.

Grad reziprokes Polyn. PeriodenlÄnge P

ÊD + D + 12

ËÈ ÊÍD + D + 1

3
3 Ë ÊD + D + 1 ËD + D + 1 7
4
5
6
7
9

10
15
23
31

Î ËD + D + 1 Î + D + 1D 15
Ï ËD + D + 1 Ï ÊD + D + 1 31

63
127
511

1023

Ì ÏD + D + 1
Ñ ÎD + D + 1
Ó ÏD + D + 1
ÈÔ ÑD + D + 1
ÈÏ ÈÎD + D + 1
ÊË ÈÍD + D + 1

ËÈ ËD + D + 1

ÌD + D + 1
Ñ ËD + D + 1
Ó ÎD + D + 1
ÈÔ ËD + D + 1
ÈÏD + D + 1
ÊË ÏD + D + 1

identisch

32767
8388607

2147483647

PolynomÃG(D) GR(D)L
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2.2 Vorbereitungsfragen

V2.1: Gegeben ist nachfolgende Schieberegisterstruktur:

bÁ

bÁÂÄ bÁÂÀ bÁÂÅ

SRÄ SRÀ SRÅ

ÃÇÉÊË ÃÈÉÊË

a) Bestimmen Sie das zugehÁrige Generatorpolynom Å(Ã) und die Oktalkennung.

Å(Ã) = ÃÅ + ÃÀ + Ã+ 1 (ÇÅÍÇÀÍÇÄÍÇÎ)=(1111)ÏÌÑ=(17)ÓÔÖ

b) Zeigen Sie, daÂ die Polynomdivision (ÃÒ+1)/Å(Ã) ohne Rest mÁglich ist.

( ÃÕ 1+ ) : ( ÃŠ +Ã +1 ) =Ã+1 
Š ÚÃ +Ã +ÃÕ

0

+ÃÚ

+Ã

Š ÚÃ +Ã +Ã/ 1+
Š ÚÃ +Ã +Ã 1+

Anmerkung:

In der Modulo-2-Algebra gilt "-1" = "+1".

q.e.d.

Deshalb ist auch zwischen Modulo-2-Addition
und Modulo-2-Subtraktion kein Unterschied.

c) Stellt Å(Ã) ein primitives Polynom dar? BegrÄnden Sie Ihre Antwort. Welche Aussage

ist hieraus fÄr die PeriodenlÀnge ableitbar?

Bei einem primitiven Polynom vom Grad É=3 liefern alle Polynomdivisionen

(ÃŽ+1)/Å(Ã) mit ÊË<Å2�-1=7 einen von Null verschiedenen Rest.

Hier liefert bereits Ê=4 den Rest 0 Generatorpolynom ist nicht primitiv

keine Folge maximaler LÀnge: PÈ<Ã7

d) Das Schieberegister sei mit folgenden Werten vorbelegt: SRÄÃ=Ã1, SRÀÃ=Ã0, SRÅ=Ã1.

Bestimmen Sie die Ausgangsfolge fÄr 5 Zyklen. Wie groÂ ist die Periode dieser Folge?

Zyklus

SRÄ

SRÀ

SRÅ

0

bÁ

1

0

1

1 2 3 4 5

P=   
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e) Wiederholen Sie Punkt d) fÁr die Registerbelegung: SR1Â=Â1, SR2Â=Â0, SR3=Â0.

Zyklus

SR1

SR2

SR3

Â

ÄÀ

Â

0

Å

1 2 3 4 5

ÃÇ=   

ÉÊËÊÈ Gegeben sei nun das folgende Polynom: Í(Î) = Î3 + Î2 + 1Ä .

a) Handelt es sich bei Í(Î) um ein primitives Polynom? FÁhren Sie dazu die Division

(ÎÏ+1)/Í(Î) beginnend mit Ì = 4 solange durch, bis die Division keinen Rest liefert.
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b) Zeichnen Sie die vom Polynom G(D) beschriebene Registerstruktur. Wie lautet die

Oktalkennung? Wie groÁ ist die Periode P dieser Folge?

c) Das Schieberegister sei mit folgenden Werten vorbelegt: SR1Â=Â1, SR2Â=Â0, SR3=Â1.

Bestimmen Sie die Ausgangsfolge fÄr 8 Zyklen. 

Zyklus

SR1

SR2

SR3

0

bÁ

Î

0

Î

P=   

1 2 3 4 5 6 7 8

d) Wie lautet das zu G(D) = D
3 +D

2 + 1 reziproke Generatorpolynom GR(D)? 

    

GR (D) = D
3 � (1 +D

-2 +D
-3) = D

3 +D+ 1À .

e) Wie lautet die dazugehÅrige Ausgangsfolge ÂbÄÀ? BerÄcksichtigen Sie zur Beantwor�

tung dieser Frage Ihr Ergebnis von Punkt c). 

   

inverse Folge zu  ... 1 1 0 0 1 0 1 ... , also ... 1 0 1 0 0 1 1 ...   (P=7)

f) Wieviele Nullen und Einsen enthÃlt diese Folge? Wieviele Nullen und Einsen enthÃlt

eine Folge maximaler LÃnge bei einem PN-Generator vom Grad L allgemein?

3 Nullen und 4 Einsen. Allgemein 2Å-1ÁÂ-Ç1 Nullen und 2Å-1Á Einsen.Â 

g) Bestimmen Sie den linearen Mittelwert  m1 und die Varianz Ã 2 einer unendlich langen

Ausgangsfolge ÂbÄÀ, wenn die Annahme bÄÇÉ{0, 1}Ïbzw. bÄÇÉ{-1, +1} gilt.
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2.3 VersuchsdurchfÁhrung

Die nachfolgenden Aufgaben kÁnnen mit dem Programm "png" durchgefÂhrt werden.

ÌÑÓÔ: Mit dieser Aufgabe soll die Arbeitsweise eines Pseudonoise-Generators nochmals

verdeutlicht werden. Dazu wird nach jedem Schiebevorgang der aktuelle Ausgangswert

bÂ  und die aktuelle Registerbelegung am Bildschirm angezeigt. Nach einer vollstÄndigen

Periode P erscheint die gesamte Folge. WÄhlen Sie dazu den MenÂpunkt 1 im HauptmenÂ

und den Grad des Registers zu L=5.

a) Welche Eigenschaften besitzt ein PN-Generator mit der Oktalkennung (41) und der

Vorbelegung SRÄÀ=À1, SRÅÀ=À0, SRÃÀ=À1, SRÇÀ=À0, SRÉÀ=À1?

gÄ =               gÅ =               gÃ =               gÇ =               

Ausgangsfolge: PeriodenlÄnge:

b) WÄhlen Sie nun gÄ = gÅ = gÃ = gÇ = 1. Bestimmen Sie die Ausgangsfolge ÊbÂË sowie

die PeriodenlÄnge P. Vorbelegung: SRÄÀ=À1, SRÅÀ=À0, SRÃÀ=À1, SRÇÀ=À0, SRÉÀ=À1.

Ausgangsfolge: PeriodenlÄnge:

c) Gegeben sei ein PN-Generator mit der Oktalkennung (75). ÅberprÂfen Sie mit dem

Programm, ob es sich um eine Folge maximaler LÄnge handelt (BegrÂndung). WÄhlen

Sie dazu die Vorbelegung SRÄÀ=À1, SRÅÀ=À0, SRÃÀ=À1, SRÇÀ=À0, SRÉÀ=À1.

gÄ =               gÅ =               gÃ =               gÇ =               

Ausgangsfolge: PeriodenlÄnge:

d) Bestimmen Sie die Oktalkennung des zum Polynom aus D2.1c) reziproken Polynoms

GÈ(D). ÅberprÂfen Sie, ob dieser Generator eine Folge maximaler LÄnge liefert.

gÄ =               gÅ =               gÃ =               gÇ =               Oktalkennung:

Ausgangsfolge: PeriodenlÄnge:
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e) Finden Sie zwei Konfigurationen mit nur zwei RÁckfÁhrungen, die jeweils zu einer

Folge maximaler LÂnge fÁhren. Bestimmen Sie deren Polynome G(D) und Oktalken�

nungen. Hinweis: Es sei also jeweils nur einer der Koeffizienten g1 ... g4  gleich 1.

Oktalkennung: g1 =               g2 =               g3 =               g4 =               

Ausgangsfolge:

Oktalkennung: g1 =               g2 =               g3 =               g4 =               

Ausgangsfolge:

FÁr die folgenden Versuche mÁssen Sie im HauptmenÁ den MenÁpunkt 2 wÂhlen. 

ÖÒÕÒŠÚÚÚ Bestimmen Sie, ob der angegebene PN-Generator eine Folge maximaler LÂnge

erzeugt. BegrÁnden Sie Ihre Antwort. Geben Sie das dazugehÄrige Generatorpolynom

G(D) an. Ist dieses primitiv?

   

ÖÒÕ3ŠÚÚÚErmitteln Sie die PeriodenlÂnge P der ausgegebenen Folge. Ist diese maximal,

wenn der Registergrad L = 6 ist? BegrÁnden Sie Ihre Aussagen. Wieviele Nullen und

Einsen beinhaltet die Folge und wie groÀ sind deren Mittelwert und Streuung (vgl. V2.2)?

Wie groÀ ist hier die Anzahl aufeinanderfolgender Nullen und Einsen? 
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2.4 Ábungsaufgabe

Á2.1: Zur Realisierung eines PN-Generators verwendet man die Schieberegisterstruktur

entsprechend Bild 2.1. Schreiben Sie eine Funktion "zÛ(Ü, Ù, SŸ)", die pro Aufruf ein

Symbol der binÁren Ausgangsfolge erzeugt, mit folgendem Dateiheader:

ÂÄ ÀÅÃÇÉÊËÈÍÎÇÎÏÌÑ ÓÔÔÄ ÖÃÒÕÇÕŠÉÚÛÃÜÒÖÅÃÉÊËÈÍÎÇÎÏÌÑ

ÀÅÃÇÉÍÎÇÙŸŽÎÏÌÙŸŽ� ÖÃÒÕÇÕŠÉÍÎÇÈ�Ä��ÑÎÏÌÈ�Ä��Ñ

Der Registergrad (zwischen 2 und 10) wird mit der Variablen "Ü" Âbergeben. Das Feld
"Ù" enthÁlt die RÂckkopplungskoeffizienten des PN-Generators mit Ù[0]=Ù[Ü]=1 und
das Feld "SŸ" die Anfangsbelegung (zwischen SŸ[1] und SŸ[Ü]). 
HŽ�w�Žs��Zum Äbersetzen und Binden der C-Funktion� verwenden Sie die Prozedur
"!kp�Ù"�("!kp�Ù�-#"�bei�FORTRAN). 

Testen kÀnnen Sie Ihre Funktion mit dem Programm "p�Ù"�(MenÂpunkt 3), das auch die
Eingabe der Variablen Âbernimmt. WÁhlen Sie fÂr den Test die unten angegebenen
Konfigurationen (jeweils SR�!=ÅSR"!= ... = 1) und vergleichen Sie die Rechenzeiten.
ÄberprÂfen Sie auch jeweils die PeriodenlÁnge.

Rechenzeit "p�Ù"

Ü = 5, Ã$(%) = %# + %$ + 1Ã

Rechenzeit "zÛ"

Ü = 9, Ã$(%) = %% + %# + 1Ã
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3 Markovketten

Inhalt: Dieses Kapitel behandelt Folgen von diskreten ZufallsgrÁÂen mit (inneren)

statistischen Bindungen. Das bedeutet, daÂ die Wahrscheinlichkeiten der Folgenelemente

von den vorhergegangenen Symbolen statistisch abhÄngen. Solche Folgen bezeichnet man

als Markovprozesse bzw. Markovketten. Zur Beschreibung verwendet man vorwiegend

die Àbergangs- und Ereigniswahrscheinlichkeiten, deren Eigenschaften und Berechnung

im folgenden fÅr homogene Markovketten erster Ordnung mit zwei bzw. drei Ereignissen

angegeben werden.

3.1 Grundlagen und Definitionen

Eine wichtige Klasse von Zufallsprozessen sind die sogenannten ÁÂÄÀÅÃÇÄÅÉÊËËÊ oder
ÁÂÄÀÅÃÀÊÈÈÊÍ, die hÄufig als Modelle fÅr zeit- und wertdiskrete ZufallsgrÁÂen mit inne�
ren statistischen Bindungen herangezogen werden. Ein Beispiel fÅr deren Einsatz sind
die digitalen Kanalmodelle, durch die Àbertragungssysteme sehr einfach - nÄmlich auf
Bitfehlerebene - simuliert werden kÁnnen. Diese werden u.a. im Versuch ÎÏÌÑÌÈÂÓÊÔÖÂÍÂÓÒ
ÕÅŠÊÓÓÊÔÚÍŠÔŠÊÄÊÍÔÛÍÜÊÍŠÚÍÑÔÂÚÙÔÁÚÓÈÌÕÊŠÌÂŠÂÈÊÍÎ des Praktikums ÎŸÌÕÚÓÂÈÌÅÍÔŠÌÑÌÈÂÓÊÄ
Ž�ÊÄÈÄÂÑÚÍÑËË�ËÈÊÕÊÎ [30] behandelt. Das bekannteste digitale Kanalmodell stammt von
Gilbert und Elliott, das im Gegensatz zum sog. BSC-Modell (Binary Symmetric channel)
KanÄle mit BÅndelfehlercharakteristik nachbildet.  

Zur Beschreibung der Markovketten betrachten wir wie im ersten Kapitel eine Folge
� É�  von ! diskreten, Á-stufigen ZufallsgrÁÂen, wobei fÅr Á"=Ã2 der Symbolvorrat aus
#"O", "L"$%und fÅr Á"=Ã3 aus #"A", "B", "C"$%bestehe. In diesem Kapitel sei das Auftreten
der aktuellen ZufallsgrÁÂe É�  im Gegensatz zu Kapitel 1 jedoch (statistisch) abhÄngig
von den zu vorangegangenen Zeitpunkten erzeugten ZufallsgrÁÂen É� &’ ( É� &) ( ... ( É� &* .
Eine solche Folge bezeichnet man dann als ÁÂÄÀÅÃÀÊÈÈÊÔÀ+ÈÊÄÔ,ÄŠÍÚÍÑ (vgl. Bild 3.1).

Speziell gilt fÅr eine Markovkette erster Ordnung- (À=1), daÂ das Auftreten des
Symbols zum Zeitpunkt ./direkt nur von der unmittelbar vorangegangenen ZufallsgrÁÂe
É� &’  abhÄngt. NatÅrlich besteht trotzdem auch eine (allerdings indirekte) statistische
AbhÄngigkeit zwischen É�  und É� &)  und den noch weiter zurÅckliegenden ZufallsgrÁÂen,
da É� &’ 0selbst von É� &)  abhÄngt usw..

È

Ordnung

11 11

À-ter

É245 É246 É247 É2É6É7É8

Bild 3.1: Zeitliche AbhÄngigkeiten bei einem MarkovprozeÂ À-ter Ordnung.
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Zur Beschreibung einer Markovkette erster Ordnung verwendet man die Ábergangs�
wahrscheinlichkeiten p(zn |zn ÂÄ ). Bei einer Markovkette mit M Symbolen (ZustÂnden)
gibt es genau MÀ verschiedene Ábergangswahrscheinlichkeiten. Beispielsweise erhÂlt
man fÄr die Stufenzahl M=2 mit den beiden mÀglichen Symbolen "O" und "L" die vier
bedingten Wahrscheinlichkeiten p(On |On ÂÄ), p(Ln |On ÂÄ), p(On |Ln ÂÄ) und p(Ln |Ln ÂÄ).

Hierbei mÄssen stets die beiden folgenden Bedingungen erfÄllt sein:

p(OÅ|OÅÃÇ) + p(LÅ|OÅÃÇ) = 1Å , (3.1)

p(OÅ|LÅÃÇ)Å + p(LÅ|LÅÃÇ)Å = 1Å . (3.2)

Das bedeutet, daÃ bei einer Markovkette erster Ordnung mit M Ereignissen insgesamt
nur MÁ(M-1) Ábergangswahrscheinlichkeiten frei wÂhlbar sind. Eine binÂre Markov�
kette ist demnach durch zwei Ábergangswahrscheinlichkeiten vollstÂndig bestimmt.

Sind die Ábergangswahrscheinlichkeiten unabhÂngig vom Zeitpunkt É , so bezeichnet
man die Markovkette als homogen. FÄr die im folgenden betrachteten Markovketten
wird stets HomogenitÂt vorausgesetzt. Deshalb wird beispielsweise fÄr M=2 verein�
fachend geschrieben:

p(OÅ|OÅÃÇ) = p(O|O)Å , Å Å p(LÅ|OÅÃÇ) = p(L|O)Å ,

p(OÅ|LÅÃÇ) = p(O|L)Å Å , Å Å p(LÅ|LÅÃÇ)Å = p(L|L)Å .

Eine homogene Markovkette erster Ordnung kann z.B. durch das Markovdiagramm

beschrieben werden, das fÄr die Stufenzahlen M=2 in Bild 3.2 dargestellt ist.

p(O|L)

Ê Ë

p(L|O)

p(O|O) p(L|L)

Bild 3.2: Markovdiagramm fÄr zwei mÀgliche Ereignisse (ZustÂnde).

Die SymbolwahrscheinlichkeitenÈbzw. ZustandswahrscheinlichkeitenÈpn(O)=p(zn="O")
bzw. pn(L)=p(zn="L") ergeben sich fÄr eine binÂre homogene Markovkette zu

pÅ(O) = p(O|O) � pÅÃÇ(O) + p(O|L) � pÅÃÇ(L)Å , (3.3)

pÅ(L) = p(L|O) � pÅÃÇ(O)Å +Å p(L|L) � pÅÃÇ(L)Å . (3.4)

Bei den GrÀÃenÈpn(O) und pn(L) handelt es sich um absolute Wahrscheinlichkeiten im
Gegensatz zu den bedingten Ábergangswahrscheinlichkeiten p(O |O),  p(L |O), usw..

Sind neben den Ábergangswahrscheinlichkeiten p(zn |zn ÂÄ) auch sÂmtliche Zustands�
wahrscheinlichkeiten unabhÂngig vom betrachteten Zeitpunkt É , so nennt man die
Markovkette stationÁr. Zur Vereinfachung der Gleichungen wird im stationÂren Fall auf
den Index "É" verzichtet, und man schreibt fÄr M=2: pn(O) = p(O) und pn(L) = p(L).
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Die Wahrscheinlichkeiten p(O) und p(L) bezeichnet man oft auch als die ergodischen

Wahrscheinlichkeiten. Sie lassen sich aus (3.3) und (3.4) wie folgt bestimmen:

p(O) = p(O|O) � p(O) + p(O|L) � p(L)Â , (3.5)

p(L) = p(L|O) � p(O) + p(L|L) � p(L)Â . (3.6)

Hierbei ist zu beachten, daÁ diese beiden Gleichungen linear voneinander abhÄngen - was

bedeutet, daÁ nur eine dieser Gleichungen verwendet werden kann - und deshalb zur

Berechnung von p(O) und p(L) eine weitere Gleichung benÀtigt wird, nÄmlich

p(O) + p(L) = 1Â . (3.7)

Beispiel: Gegeben sei ein MarkovprozeÁ erster Ordnung mit den mÀglichen ZustÄnden

"O" und "L" und dem Startzeitpunkt Â=0. Die nachfolgende Darstellung zeigt zehn

Musterfolgen dieses Prozesses, wobei bei jeder Musterfolge die Laufvariable Â  der Reihe

nach die Werte 0, 1, 2, 3, ... annimmt.

O
O
O
O

L
O
L
L

O
O
L
O

L
L
O
L

L
L
O
L

L
L
L
L

L
L
L
L

L
O
L
L

L
L
O
L

L
L
L
L

.....

.....

.....

.....
O O L L L L L O O L .....
O L O O L L L L O O .....
O L L L L L L L L L .....
O L L L O L L O O L .....
O O O L O L O L L O .....
O O L L L L O L L L .....

Â=0 Â=1 Â=2 Â=3 Â=4 Â=5 Â=6 Â=7 Â=8 Â=9

Es ist zu erkennen, daÁ zum Startzeitpunkt Â=0 der ProzeÁ stets im Zustand "O" be�

ginnt. Die Zustandswahrscheinlichkeiten pÅ(O) und pÅ(L) werden durch Scharmittelung

Åber sehr viele solcher Zufallsfolgen bestimmt. Bei einer endlichen Anzahl beobachteter

Markovketten mÅssen diese Wahrscheinlichkeiten durch die entsprechenden relativen

HÄufigkeiten hÅ(O) bzw. hÅ(L) angenÄhert werden (vgl. Abschnitt 1.1). Die nachfolgende

Tabelle zeigt das Ergebnis einer Simulation Åber 2 000 000 Ketten.

0 1 2 3 4 5 Ã

1.0000

0.0000

0.4012

0.5988

0.2808

0.7192

0.2560

0.7440

0.2512

0.7488

0.2502

0.7498

. . . .. 0.2500

0.7500. . . ..

 
 . . . ..Â

pÇ(O)É

pÇ(L) É

hÇ(O)

pÇ(L)

Man erkennt, daÁ bei dieser Markovkette die ergodischen Wahrscheinlichkeiten bereits

nach ca. 5 Schritten nÄherungsweise erreicht sind und damit der nichtstationÄre Ein�

schwingvorgang bereits nach relativ kurzer Zeit abgeschlossen ist.
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Die Ábergangswahrscheinlichkeiten kÂnnen z.B. aus den empirisch gewonnenen
Zustandswahrscheinlichkeiten berechnet werden. Aus (3.3) folgt mit n=1: p(O|O) Ù 0.4.
Mit (3.1) ist damit auch p(L|O)Ù 0.6 festgelegt. Als weitere Bestimmungsgleichung kann
z.B. (3.5) herangezogen werden. "Sehr lange" nach dem Einschalten der Kette (d.h. im
Grenzfall fÄr n!Ä) gilt: 0.25=p(O|O)Â0.25+p(O|L)Â0.75. Daraus ergeben sich die
noch fehlenden Ábergangswahrscheinlichkeiten zu p(O|L) Ù 0.2 bzw. p(L|L)Ù0.8.

Bei der Erzeugung einer binÀren ZufallsgrÂÅe zÄ  mit Markoveigenschaften mÄssen
die Zeitpunkte n=0 bzw. n À 0 unterschieden werden. Zum Startzeitpunkt wird  zÄ  aus
den Startwahrscheinlichkeiten p(zÅ="O") und p(zÅ="L") bestimmt. FÄr alle weiteren
Zeitpunkte hÀngt die aktuelle ZufallsgrÂÅe zÄ  auch von der vorherigen ZufallsgrÂÅe zÄÃÇ
ab, und ist mit Hilfe der Ábergangswahrscheinlichkeiten p(OÉO), p(LÉO) bzw. p(OÉL),
p(L|L) zu ermitteln (siehe Ábungsaufgabe Á3.1).

FÄr eine homogene Markovkette mit den drei mÂglichen Symbolen "A", "B" und "C"
gilt das Markovdiagramm gemÀÅ Bild 3.3. Hier lauten die Gleichungen zur Berechnung
der Ereigniswahrscheinlichkeiten:  

pÊ(A) = p(A|A) � pÊÃÇ(A) + p(A|B) � pÊÃÇ(B) + p(A|C) � pÊÃÇ(C)Ã , (3.8)

pÊ(B) = p(B|A) � pÊÃÇ(A) + p(B|B) � pÊÃÇ(B) + p(B|C) � pÊÃÇ(C)Ã , (3.9)

pÊ(C) = p(C|A) � pÊÃÇ(A) + p(C|B) � pÊÃÇ(B) + p(C|C) � pÊÃÇ(C)Ã . (3.10)

Die ergodischen Wahrscheinlichkeiten ergeben sich wieder aus den Bedingungen, daÅ
pÄ(A)= pÄ ËÈ (A), pÄ(B)= p Ä ËÈ(B) und pÄ(C)= pÄ ËÈ (C) gilt:

p(A) = p(A|A) � p(A) + p(A|B) � p(B) + p(A|C) � p(C)Ã , (3.11)

p(B) = p(B|A) � p(A) + p(B|B) � p(B) + p(B|C) � p(C)Ã , (3.12)

p(C) = p(C|A) � p(A) + p(C|B) � p(B) + p(C|C) � p(C)Ã . (3.13)

Von diesen drei Gleichungen kÂnnen allerdings aufgrund linearer AbhÀngigkeiten wie�
derum nur zwei verwendet werden, die zusammen mit p(A)+p(B)+p(C)=1 zum
gewÄnschten Ergebnis fÄhren (vgl. Vorbereitungsfrage V3.2).

p(C|B)

p(A|A)

Í

Î Ï
p(B|B) p(C|C)

p(A|C)

p(B|C)

p(A|B)

p(B|A)
p(C|A)

Bild 3.3: Markovdiagramme fÄr M = 3 mÂgliche Ereignisse "A", "B" und "C".
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3.2 Vorbereitungsfragen

V3.1: Gegeben sei eine homogene Markovkette erster Ordnung mit den Symbolen

"O" und "L" und den Ábergangswahrscheinlichkeiten p(O|O) = 0.75 und p(L ÁL) = 0.

a) Bestimmen Sie die restlichen Ábergangswahrscheinlichkeiten, und skizzieren Sie das

Markovdiagramm.

b) FÂr die Symbolwahrscheinlichkeiten gelte zum Zeitpunkt Â = 0Ä

À pÅ(O)=0   und   pÅ(L)=1. 

Bestimmen Sie die Symbolwahrscheinlichkeiten pÅ(O) bzw. pÅ(L) fÂr die nachfolgen�

den Zeitpunkte Â = 1 bis Â = 4Ã

c) Wie groÄ sind die Wahrscheinlichkeiten pÅ(O) bzw. pÅ(L) sehr lange nach dem Ein�

schalten der Kette ( Ç É Ê , ergodische Wahrscheinlichkeiten)?

d) Wie mÂssen, wenn nur der Wert p(O|O) = 0.75 vorgegeben ist, die drei restlichen

Ábergangswahrscheinlichkeiten gewÀhlt werden, damit sich statistisch unabhÀngige

ZufallsgrÅÄen ergeben?                 
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V3.2: Eine ternÁre Nachrichtenquelle mit den Symbolen "-1",  "0" und "+1" kann

durch eine homogene Markovkette erster Ordnung mit nachfolgendem Diagramm be�

schrieben werden. Zum Einschaltzeitpunkt n = 0 seien die Symbolwahrscheinlichkeiten

fÂr alle drei Symbole gleich: ÀÂ(-1) = ÀÂ(0) = ÀÂ(+1) = 1/3.

Ä

ÀÅ Å 00

0.5

0.5

0.5 0.5

0.5

0.25
0.25

Ã

a) Berechnen Sie die Symbolwahrscheinlichkeiten zum Zeitpunkt n = 1. Benutzen Sie

zur Vereinfachung der Berechnungen die Symmetrie des Markovdiagramms.

b) Ist die Nachrichtenquelle im strengen Sinne stationÁr? (BegrÂndung)

c) Berechnen Sie die Symbolwahrscheinlichkeiten zum Zeitpunkt n = 2.
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d) Wie groÁ sind die Symbolwahrscheinlichkeiten pn(-1), pn(0) und pn(+1) zum Zeit�

punkt Å = 3, sowie zu allen spÂteren Zeitpunkten (Å > 3)?ÃErklÂren Sie das Ergebnis.

e) Skizzieren Sie eineÁmÄgliche Folge mit bipolaren Rechteckimpulsen der Dauer T in

nachfolgendes Diagramm. Was ist hierbei zu beachten?

+1

-1
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

Â = tÄT

f) Wie groÁ ist die Wahrscheinlichkeiten, daÁ zwei gleiche Symbole direkt aufeinander�

folgen?

g) Wie groÁ sind der Gleichanteil und die Varianz dieses Signals?
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3.3 VersuchsdurchfÁhrung

Alle  Aufgaben dieses Kapitels  kÁnnen mit dem  Programm "mar"  durchgefÂhrt werden.
Dieses Programm nÄhert die Symbolwahrscheinlichkeiten pÇ (0) und pÇ (1) einer binÄren
Zufallsfolge ÂzÇ ÄÀÅÃÇÀ0, 1 É  durch die relativen HÄufigkeiten an. Dabei betrÄgt die Anzahl
der parallelen Realisierungen stets N = 10 000.

ÊËÈÍÎ Gegeben sei eine binÄre Markovkette (M = 2) mit den Àbergangswahrschein�

lichkeiten p(0Ï0) = 0.25, p(1Ï0) = 0.75 und p(0Ï1) = p(1Ï1) = 0.5. Beim Einschalten der

Kette zum Zeitpunkt Ì = 0 sei die Wahrscheinlichkeit von "0" gleich 0.4.

a) Zeichnen Sie in das nachfolgende Diagramm den Verlauf der Symbolwahrscheinlich�

keiten pÇ(0) und pÇ(1) in AbhÄngigkeit von Ñ  ein.

2 4 6 8 10

Ì

0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

0

Ó Ó Ó Ó Ó Ó Ó Ó Ó Ó Ó Ó Ó Ó Ó Ó Ó Ó Ó Ó Ó Ó Ó Ó

Ó Ó Ó Ó Ó Ó Ó Ó Ó Ó Ó Ó Ó Ó Ó Ó Ó Ó Ó Ó Ó Ó Ó Ó

Ó Ó Ó Ó Ó Ó Ó Ó Ó Ó Ó Ó Ó Ó Ó Ó Ó Ó Ó Ó Ó Ó Ó Ó

Ó Ó Ó Ó Ó Ó Ó Ó Ó Ó Ó Ó Ó Ó Ó Ó Ó Ó Ó Ó Ó Ó Ó Ó

Ó Ó Ó Ó Ó Ó Ó Ó Ó Ó Ó Ó Ó Ó Ó Ó Ó Ó Ó Ó Ó Ó Ó Ó

Ó Ó Ó Ó Ó Ó

Ó Ó Ó Ó Ó Ó

Ó Ó Ó Ó Ó Ó

Ó Ó Ó Ó Ó Ó

Ó Ó Ó Ó Ó Ó

12

Ó Ó Ó Ó Ó Ó

Ó Ó Ó Ó Ó Ó

Ó Ó Ó Ó Ó Ó

Ó Ó Ó Ó Ó Ó

Ó Ó Ó Ó Ó Ó

1 3 5 7 9 11

pÔ(0) pÔ(1)

b) Ist diese Markovkette stationÄr? BegrÂnden Sie Ihre Antwort.

c) Vergleichen Sie die in Teilaufgabe a) ermittelten "ergodischen Wahrscheinlichkeiten"

mit den theoretischen Werten.
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d) Zeigen Sie anhand des Programms "mar", daÁ sich die Symbolwahrscheinlichkeiten

pn(0) und pn(1) auch bei anderen Startwahrscheinlichkeiten auf die gleichen Endwerte

einpendeln. WÂhlen Sie fÄr diesen Versuch fÄr É = 0: pÁ(0)=0.8. Zeichnen Sie den

Verlauf der Symbolwahrscheinlichkeiten in nachfolgendes Diagramm ein.              

2 4 6 8 10

Â

0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

0

Ä Ä Ä Ä Ä Ä Ä Ä Ä Ä Ä Ä Ä Ä Ä Ä Ä Ä Ä Ä Ä Ä Ä Ä

Ä Ä Ä Ä Ä Ä Ä Ä Ä Ä Ä Ä Ä Ä Ä Ä Ä Ä Ä Ä Ä Ä Ä Ä

Ä Ä Ä Ä Ä Ä Ä Ä Ä Ä Ä Ä Ä Ä Ä Ä Ä Ä Ä Ä Ä Ä Ä Ä

Ä Ä Ä Ä Ä Ä Ä Ä Ä Ä Ä Ä Ä Ä Ä Ä Ä Ä Ä Ä Ä Ä Ä Ä

Ä Ä Ä Ä Ä Ä Ä Ä Ä Ä Ä Ä Ä Ä Ä Ä Ä Ä Ä Ä Ä Ä Ä Ä

Ä Ä Ä Ä Ä Ä

Ä Ä Ä Ä Ä Ä

Ä Ä Ä Ä Ä Ä

Ä Ä Ä Ä Ä Ä

Ä Ä Ä Ä Ä Ä

12

Ä Ä Ä Ä Ä Ä

Ä Ä Ä Ä Ä Ä

Ä Ä Ä Ä Ä Ä

Ä Ä Ä Ä Ä Ä

Ä Ä Ä Ä Ä Ä

1 3 5 7 9 11

pÀ(0) pÀ(1)

e) Ab welchem Zeitpunkt kann man diese Kette innerhalb der Simulationsgenauigkeit

als eingeschwungen (stationÂr) bezeichnen?
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D3.2: Betrachten Sie nun die binÁre Markovkette, die in der Vorbereitungsfrage V3.1

behandelt wurde, d.h. es sei p(0B0) = 0.75 und p(1B1) = 0. Beim Einschalten der Kette

zum Zeitpunkt Â = 0 wird stets mit dem Symbol "1" begonnen.

a) Welche Eigenschaften dieser Kette kÂnnen Sie bereits an den ausgegebenen Zufalls�

folgen erkennen, insbesondere fÄr den Zeitpunkt Â = 1?

b) ÀberprÄfen Sie die in der Vorbereitungsfrage V3.1 berechneten Symbolwahrschein�

lichkeiten. 

Ergebnisse der Vorbereitungsfrage V3.1:

0 1 2 3 4Â

pÄ(0)

pÄ(1)

c) WÄrde diese Markovkette mit der Startwahrscheinlichkeit pÀ(0)=1 schneller ein�

schwingen? BegrÄndung.
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D3.3: Geben Sie nun die Kennwerte der ternÁren Markovkette gemÁÂ V3.2 ein.

p
0
(0) = . . . . . . . . . . . p

0
(+1) = . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . .p (+1| 0 ) =. . . . . . . . . . .p ( 0 | 0 ) =

. . . . . . . . . . .p (  0 |+1) =. . . . . . . . . . .p (+1|+1) =

. . . . . . . . . . .p (  0 | -1) =. . . . . . . . . . .p ( -1|-1 ) =

a) ÄberprÀfen Sie anhand der ausgegebenen Markovketten, ob auf das Symbol "+1"

("-1") tatsÁchlich nie unmittelbar das Symbol "+1" ("-1") folgt.

b) Stimmen Ihre Ergebnisse aus V3.2 mit den vom Programm "mar" ermittelten Sym�

bolwahrscheinlichkeiten Àberein?

Ergebnisse der Vorbereitungsfrage V3.2:

0 1 2 3 4Á

pÂ(0)

pÂ(+1)

pÂ(- 1)
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c) Betrachten Sie auch das Einschwingverhalten dieser Markovkette, wenn zum Start�

zeitpunkt n = 0 stets mit dem Symbol "+1" begonnen wird. Skizzieren Sie den

Verlauf der drei Symbolwahrscheinlichkeiten pÊ(0), pÊ(+1) und pÊ(-1) in das nach�

folgende Diagramm.

2 4 6 8 10

n

0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

0

Â Â Â Â Â Â Â Â Â Â Â Â Â Â Â Â Â Â Â Â Â Â Â Â

Â Â Â Â Â Â Â Â Â Â Â Â Â Â Â Â Â Â Â Â Â Â Â Â

Â Â Â Â Â Â Â Â Â Â Â Â Â Â Â Â Â Â Â Â Â Â Â Â

Â Â Â Â Â Â Â Â Â Â Â Â Â Â Â Â Â Â Â Â Â Â Â Â

Â Â Â Â Â Â Â Â Â Â Â Â Â Â Â Â Â Â Â Â Â Â Â Â

Â Â Â Â Â Â

Â Â Â Â Â Â

Â Â Â Â Â Â

Â Â Â Â Â Â

Â Â Â Â Â Â

12

Â Â Â Â Â Â

Â Â Â Â Â Â

Â Â Â Â Â Â

Â Â Â Â Â Â

Â Â Â Â Â Â

1 3 5 7 9 11

ÄÀÅÃÇ Mit dem MenÁpunkt "1" erscheinen die Zufallsfolgen und die Symbolwahr-

scheinlichkeiten einer binÂren Markovkette, deren charakteristische KenngrÄÀen vom

Programm "mar" per Zufall ausgewÂhlt werden.

a) Lesen Sie die einzelnen Symbolwahrscheinlichkeiten fÁr die Zeitpunkte n = 0,  n = 1

und n ÉÊ fÁr die mit dem Kennwert  "1000"  erzeugten  Markovkette aus der am

Bildschirm dargestellten Graphik ab (auf 2 Nachkommastellen genau).

pË(0) = . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .pË(1) =È =0 :

pÍ(0) = pÍ(1) =È =1 : . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

pÎ(0) = pÎ(1) =È Ï Ì . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
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b) Berechnen Sie aus diesen Symbolwahrscheinlichkeiten sÁmtliche Âbergangswahr�

scheinlichkeiten.

c) Bestimmen Sie die Âbergangswahrscheinlichkeiten der Markovkette, die mit dem

Kennwert "2000"  entsteht. Welche  "Einschwingzeit" hat diese Markovkette?     

p
0
(0) = . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .p

0
(1) =Ë =0 :

p
1
(0) = p

1
(1) =Ë =1 : . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

pÁ(0) = pÁ(1) =Ë Â Ä . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
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3.4 Ábungsaufgabe
Á3.1: Schreiben Sie eine Funktion "z5ÈÍÎÏ,ÌÑÓ,ÌÑÓÓ,ÌÑÔÔ)", die bei jedem Aufruf einen

Wert der BinÁrfolge ÂzÄ ÀÅÃÇÉ0, 1 Ê mit Markoveigenschaften liefert. Zum Âbersetzen und

Binden dient die Prozedur "mkmÖÒ". Testen Sie Ihre Funktion mit Hilfe des Hauptpro�

gramms "mÖÒ"Ì(MenÄpunkt 4) und den Wahrscheinlichkeiten gemÁÀ D3.1 und D3.2. 

Die Âbergabeparameter bedeuten: "ÍÎÏ"  (fortlaufende ZÁhlvariable Ë , beginnend
mit 0), "Ñ0" = ÑÈ(0), "Ñ00" = Ñ(0Í0) und "Ñ11" = Ñ(1Í1). Die fÄr die Berechnung notwen�
digen gleichverteilten Zufallszahlen werden in C mit "x=ÒÖÍÕŠmÈ)" aufgerufen, wobei
diese Funktion intern als "ÚÛŠÖÜ"Ìzu vereinbaren ist.

Bei der Erzeugung mÄssen die Zeitpunkte Ë=0 bzw. Ë Î 0 unterschieden werden.
Zum Startzeitpunkt wird  zÄ  aus den Startwahrscheinlichkeiten ÑÈ(0) und ÑÈ(1) bestimmt.
FÄr alle weiteren Zeitpunkte hÁngt die aktuelle ZufallsgrÅÀe zÄ  auch von der vorherigen
ZufallsgrÅÀe zÄÏÌÑab, und ist mit Hilfe der Âbergangswahrscheinlichkeiten zu ermitteln.
HŸÍwÏŸs: Eine Variable, die sich zwischen zwei Aufrufen einer C-Funktion nicht ver�
Ándern soll, muÀ intern als "sÜÖÜŸc" definiert werden.

ÓÔ ÖÒÕŠÚÛÜÙÕŸŽ�����������!
ÖÒÕŠÚÕŸŽ"
#ÖÒ$%Ú����������"

&’’Ô (Õ%ŽŠŽ)Ú#ŸÕ*%(ÒÕÚÛÜÙÕŸŽ�����������!
(Õ%ŽŠŽ)ÚÕŸŽ
)Ž$ÖÚ����������
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4 Kontinuierliche ZufallsgrÁÂen
Inhalt: In diesem Kapitel werden kontinuierliche ZufallsgrÁÂen betrachtet, d.h. solche
ZufallsgrÁÂen, die zumindest in gewissen Bereichen unendlich viele verschiedene Werte
annehmen kÁnnen. Zur statistischen Beschreibung der kontinuierliche ZufallsgrÁÂen
werden Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion (WDF), Verteilungsfunktion (VTF) und die
Momente verwendet. Weiterhin werden Algorithmen zur Erzeugung einiger spezieller
kontinuierlicher ZufallsgrÁÂen angegeben. Hierzu gehÁren die Gleich-, Exponential-,
GauÂ-, Rayleigh- und Rice-Verteilung.

4.1    Wahrscheinlichkeitsdichte- und Verteilungsfunktion

Im Abschnitt 1.1 wurde gezeigt, daÂ die Amplitudenverteilung einer diskreten
ZufallsgrÁÂe durch ihre Á Auftrittswahrscheinlichkeiten bestimmt ist, wobei die Stufen�
zahl Á i.a. einen endlichen Wert besitzt. Nun werden kontinuierliche ZufallsgrÁÂen
betrachtet. Darunter sollen ZufallsgrÁÂen verstanden werden, deren mÁgliche Zahlen�
werte nicht abzÄhlbar sind ("ÂÄÀÅÃÇÉÅÊÉËÊÄÀÈÊÍÎ"). Àber die Zeitdiskretisierung wird keine
Aussage getroffen, d.h. kontinuierliche ZufallsgrÁÂen kÁnnen durchaus zeitdiskret sein.

Im weiteren kennzeichnen wir kontinuierliche ZufallsgrÁÂen (meist) mit Ï, im Gegen�
satz zu den diskreten ZufallsgrÁÂen, die wie im Kapitel 1 mit Ì bezeichnet werden. Ein
Beispiel fÅr eine kontinuierliche ZufallsgrÁÂe ist der Momentanwert eines stationÄren
Rauschsignals. In Bild 4.1 ist der Ausschnitt eines solchen stochastischen Signals Ï(Å)
dargestellt, dessen Momentanwert sich um einen MittelwertÑÓÔ zufÄllig Ändert. Zwischen
den einzelnen Abtastwerten ÏÖ  bestehen dabei - wie auch fÅr Kapitel 1 vorausgesetzt -
keine statistischen Bindungen (ÒÕÄÊŠÄÚÑÛÜËÚÍÎÄÉÒ).

Ù

Ï

Ù

Å

Ï(Å)

ÓÔ

ŸŽ(Ï)

Bild 4.1: Momentanwert Ï eines (gauÂverteilten) Rauschsignals mit Mittelwert als
Beispiel einer kontinuierlichen ZufallsgrÁÂe, und zugehÁrige WDF ŸŽ(Ï).

Bei einer kontinuierlichen ZufallsgrÁÂeÑsind die Wahrscheinlichkeiten, daÂ diese ganz
bestimmte Werte annimmt, identisch 0. Deshalb muÂ zur Beschreibung einer kontinu�
ierlichen ZufallsgrÁÂe auf die ÕÜÎÀÚÍÎÄÊÉÈÊÍÎÃÄÊÅÚ�ÊÍÎÅÄŸËÉÃÅÊÇÉÑ �Õ�� ÑÅbergegangen
werden. Der Wert der WDF ŸŽ(Ï) an der Stelle Ï! ist dabei definitionsgemÄÂ gleich der
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Wahrscheinlichkeit, daÁ der Momentanwert der ZufallsgrÂÁe x in einem (unendlich

kleinen) Intervall der Breite Dx um xm liegt, dividiert durch Dx:

fÂ( x =xÄ) = limÀÂÅÃÒ
pÇxÄ -ÉxÊ2 Ë x Ë xÄ +ÉxÊ2È

Éx
Ä . (4.1)

Aus dem in Bild 4.1 angegebenen beispielhaften Zeitverlauf und der dazugehÂrigen

WDF ist zu erkennen, daÁ die hÀufigsten Signalanteile bei x ÍÎmÏÌliegen. Obwohl die

Dichtefunktion fÂ(mÏ) den grÂÁtmÂglichen Wert besitzt, ist die Wahrscheinlichkeit

p(x=mÏ), daÁ der Momentanwert exakt gleich dem Mittelwert mÏ ist, identisch 0.

Die Wahrscheinlichkeit, daÁ die ZufallsgrÂÁe im Bereich von xÑ bis xÓ liegt, ist

p(xÑ Ë x Ë xÓ) = Ô
ÂÖ

ÂÒ
Ä fÕ(x)Ä dxÄ . (4.2)

Als wichtige Normierungseigenschaft ergibt sich daraus mit  xÑ Š -Ú und xÓ Š+Ú fÅr

die FlÀche unter der Dichtefunktion:

Ô
ÛÜ

ÙÜ
fÂ(x)Ä dx = 1Ä . (4.3)

Diese Gleichung stellt das Analogon zu (1.1) fÅr kontinuierliche ZufallsgrÂÁen dar.

Aus GrÅnden einer einheitlichen Darstellung ist es zweckmÀÁig, die Wahrscheinlich�

keitsdichtefunktion auch fÅr diskrete ZufallsgrÂÁen zu definieren. Bild 4.2 zeigt als Bei�

spiel den Ausschnitt eines Rechtecksignals mit den mÂglichen Werten -1V, 0V und +1V.

ŸŽ�

�Ž�
Ž � � ! "

ŸŽ�

�Ž�

xx(t)

tÊT fÂ(x)

p(x=+1V)

p(x=0V)

p(x=-1V)

Bild 4.2: Momentanwert x eines ternÀren Rechtecksignals als Beispiel einer dis�

kreten ZufallsgrÂÁe mit der Stufenzahl M=3, sowie zugehÂrige WDF.

Wendet man (4.1) auf diskrete ZufallsgrÂÁen an, so zeigt sich, daÁ die WDF aufgrund

des GrenzÅbergangs Dx Š 0 an den Stellen x = xm unendlich groÁe Werte annimmt. Es

ergibt sich somit fÅr die WDF eine Summe von Diracfunktionen ("Distributionen"):

fÂ(x) = #$
Ä %Ï pÄ �&(x - xÄ)Ä . (4.4)

Die Gewichte der einzelnen Diracfunktionen sind dabei gleich den Wahrscheinlichkeiten

pm=p(x=xm). Wahrscheinlichkeit und Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion stehen in
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Áhnlichem VerhÁltnis zueinander wie ein diskreter Spektralanteil (Linienspektrum einer

harmonischen Schwingung) zu einem kontinuierlichen Spektrum (siehe Kapitel 6).

Zur Beschreibung von ZufallsgrÂÄen wird hÁufig auch die Verteilungsfunktion (VTF)

herangezogen, die wie folgt definiert ist: 

F
x
(r) = p(xv r)À . (4.5)

Die Verteilungsfunktion Fx(r) entspricht also der Wahrscheinlichkeit, daÄ die Zufalls�

grÂÄe x kleiner oder gleich einem reellen Zahlenwert r ist. Sie kann aus der WDF fx(x)

durch Integration berechnet werden. Allgemein gilt mit Ä >0 folgender Zusammenhang:

F
x
(r) = limÀÅÃ ÇrÉÀ

ÊË f
x
(x)À dxÀ . (4.6)

Die Berechnung der VTF durch Grenzwertbildung ist aufgrund des "v"-Zeichens in der

Definition (4.5) erforderlich. Bei kontinuierlichen ZufallsgrÂÄen mit dementsprechend

stetiger WDF kann auf den GrenzÅbergang verzichtet werden, und man erhÁlt 

F
x
(r) = ÇrÊË f

x
(x)À dxÀ . (4.7)

Da die WDF nicht negativ ist, steigt Fx(r) zumindest schwach monoton an, und liegt stets

zwischen den beiden Grenzwerten Fx(r È -Í)=0 und Fx(r È +Í)=1. Umgekehrt lÁÄt

sich die WDF aus der VTF durch Differentiation bestimmen:

f
x
(x) =

dFx (r)

dr
Ò
rÎx

Ò . (4.8)

Der Zusatz "r=x" kennzeichnet hierbei, daÄ das Argument der WDF die ZufallsgrÂÄe

selbst ist, wÁhrend als Argument der VTF eine beliebige reelle Variable r anzusehen ist.

FÅr die Berechnung der Verteilungsfunktion einer diskreten ZufallsgrÂÄe x muÄ stets

von der allgemeineren Gleichung (4.6) ausgegangen werden. Mit (4.4) gilt:

F
x
(r) = limÀÅÃ ÇrÉÀ

ÊË
ÏMÌÎÑ pÌ �Ó(x -xÌ )À dxÀ . (4.9)

Vertauscht man in dieser Gleichung Integration und Summation, und berÅcksichtigt man,

daÄ die Integration Åber die Diracfunktion die Sprungfunktion ergibt, so erhÁlt man 

F
x
(r) = ÏMÌÎÑ pÌ � ÔÃ(r- xÌ) (4.10)

ÔÃ(x) = limÀÅÃ ÇxÉÀ
ÊË Ó(u)À du = ÖÀ

À

0Ò Ò fÅrÒ x < 0À ,

1Ò Ò fÅrÒ xw 0À .

mit

(4.11)

Diese Funktion ÔÃ(x) unterscheidet sich von der in der Systemtheorie sonst Åblichen

Sprungfunktion Ô(x) dadurch, daÄ an der Sprungstelle x=0 der rechtsseitige Grenzwert
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Eins (anstelle des Mittelwertes Á zwischen links- und rechtsseitigem Grenzwert, vgl. Ab�

schnitt 6.2) gÂltig ist. Mit obiger Definition der VTF gilt dann fÂr die Wahrscheinlichkeit

von kontinuierlichen und diskreten ZufallsgrÄÀen (sowie von gemischten ZufallsgrÄÀen

mit diskreten und kontinuierlichen Anteilen) gleichermaÀen:

p(xu < xÁ xo) = Fx (xo) - Fx (xu)Å . (4.12)

Bei rein kontinuierlichen ZufallsgrÄÀen kann das "<"-Zeichen entsprechend (4.2) auch

durch "Á" ersetzt werden.

ÂÄÀÅÃÀÄÇÉÊÊBild 4.3(a) zeigt das Foto "Lena", das hÃufig als Testvorlage fÂr Bildcodierver�

fahren dient. Wird dieses Bild in 512Ë512 Bildpunkte ("Pixel") unterteilt, und ermittelt

man fÂr jedes einzelne Pixel die Helligkeit, so erhÃlt man eine Folge ÈxÍÎÏvon Grauwerten,

deren LÃnge N=5122=262 144 betrÃgt.

Der Grauwert x ist dabei eine wertkontinuierliche ZufallsgrÄÀe, wobei die Zuordnung

zu Zahlenwerten willkÂrlich erfolgt. Beispielsweise sei "Schwarz" durch den Wert x=0

und "WeiÀ" durch x=1 charakterisiert. Der Zahlenwert x=0.5 kennzeichnet dann eine

mittlere GraufÃrbung.

In Bild 4.3(b) ist die WDF fÌ(x) der ZufallsgrÄÀe x dargestellt, die in der Literatur auch

als Grauwertstatistik bezeichnet wird. Es ist ersichtlich, daÀ im Originalbild einige Grau�

werte bevorzugt sind und die beiden Extremwerte x=0 ("tiefes Schwarz") bzw. x=1

("reines WeiÀ") sehr selten auftreten. Die Verteilungsfunktion FÌ(r) dieser kontinuier�

lichen ZufallsgrÄÀe ist stetig und steigt, wie Bild 4.3(c) zeigt, von 0 auf 1 monoton an.

Wird nun der Grauwert mit 8 Stufen quantisiert, so daÀ jedes einzelne Pixel durch 3

Bit dargestellt bzw. Âbertragen werden kann, ergibt sich die diskrete ZufallsgrÄÀe q.

Durch die Quantisierung geht allerdings ein Teil der Bildinformation verloren, was sich

im quantisierten Bild 4.3(d) durch (mehr oder weniger) ausgeprÃgte Konturen auswirkt.

Die dazugehÄrige Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion fÑ(q) setzt sich allgemein aus

M=8 Diracfunktionen zusammen, wobei bei der hier betrachteten Quantisierung den

mÄglichen Graustufen die Werte qÓ =(ÔÖ- 1)/7 mit Ô=1, ... , 8 zugeordnet sind. Das

Gewicht der Ô-ten Diracfunktion kann dabei aus der WDF fÌ(x) des Originalbildes

berechnet werden. Mit (4.2) erhÃlt man

pÒ = p(q = qÒ ) = p Õ2Ô - 3

14
< xÁ

2Ô - 1

14
Š = Ú

(2Ò-1)Û14

(2Ò-3)Û14

fÌ(x)Å dxÅ , (4.13)

wobei fÂr die beiden unzulÃssigen Wertebereiche x< 0 bzw. x >1 die WDF fÌ(x) jeweils

gleich 0 zu setzen ist.

Da im Originalbild die Graustufen x ÜÙ0 bzw. x ÜÙ1 weitgehend fehlen, sind die Wahr�

scheinlichkeiten p1 ÜÙp8 ÜÙ0, so daÀ in Bild 4.3(e) nur sechs Diracfunktionen sichtbar

sind. Die beiden fehlenden Diracfunktionen bei 0 und 1 sind durch Punkte markiert. Die

Verteilungsfunktion FÑ(r) von Bild 4.3(f) weist entsprechend (4.10) Unstetigkeitsstellen

auf, bei denen jeweils der rechtsseitige Grenzwert gÂltig ist.
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Bild 4.3: links: Originalbild "Lena" (a) mit zugehÁriger WDF (b) und VTF (c),

rechts: quantisiertes Bild (d) mit zugehÁriger WDF (e) und VTF (f).

Alle digital erzeugten Bilder sind sowohl orts- als auch amplitudendiskretisiert. Bei

den heute (1998) Âblichen Scannern und Druckern betrÄgt die Ártliche AuflÁsung meist

600dpi ("dots per inch"), so daÀ eine mit einem Scanner eingelesene DIN A4-Seite aus

etwa 34.8 Millionen Bildpunkten besteht. Verwendet man zur Amplitudenquantisierung

eine 8 Bit-PCM (vgl. Kapitel 12) mit dementsprechend 256 darstellbaren Graustufen, so

erfordert die digitale Speicherung einer A4-Seite ca. 34.8 MByte (1Byte=8Bit).

Eine Quantisierung von Grauwertbildern mit mehr als 8 Bit ist aufgrund des begrenz�

ten AuflÁsungsvermÁgens des menschlichen Auges meist nicht erforderlich. Vielmehr

haben psychooptische Untersuchungen gezeigt, daÀ bereits mit 7 Bit, d.h. mit 128 (aller�

dings ungleichen) Amplitudenstufen, ausreichend gute Ergebnisse erzielt werden. 
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4.2    Erwartungswerte und Momente

Die Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion liefert weitreichende Informationen Áber die
betrachtete ZufallsgrÂÄe. Reduzierte Informationen erhÀlt man durch die sogenannten
Erwartungswerte und Momente. Der Erwartungswert bezÁglich einer beliebigen Funktion
g(x) kann mit der WDF fÂ(x) in folgender Weise berechnet werden:

EÂg(x)Ä = À
ÅÃ

ÇÃ
g(x) � f

Â
(x)Å dxÅ . (4.14)

Ein Sonderfall eines solchen Erwartungswertes ist z.B. die charakteristische Funktion

C
Â
(É) = EÂe ÊËÈËÂÄ = À

ÅÃ

ÇÃ
e ÊËÈËÂ � f

Â
(x)Å dxÅ . (4.15)

Diese ist somit die FourierrÁcktransformierte der Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion.
Die Anwendung der charakteristischen Funktion CÂ(É) anstelle der WDF fÂ(x) kann Àhn�
liche Vorteile bringen wie der Ãbergang vom Zeit- in den Frequenzbereich in der
Systemtheorie. Hiervon wird beispielsweise in Abschnitt 10.4 Gebrauch gemacht. 

Setzt man in (4.14) fÁr g(x)=xÄ, so erhÀlt man das Moment k-ter Ordnung:

m
Ä

= EÂx ÄÄ= À
ÅÃ

ÇÃ
x Ä� f

Â
(x)Å dxÅ . (4.16)

Aus dieser Gleichung folgt mit k=1 fÁr den linearen Mittelwert

mÍ = EÂxÄ = À
ÅÃ

ÇÃ
x � f

Â
(x)Å dxÅ , (4.17)

der in Zusammenhang mit Signalen auch als der Gleichanteil bezeichnet wird. Analog
gilt mit  k=2 fÁr den quadratischen Mittelwert:

mÎ = EÂxÎÄ = À
ÅÃ

ÇÃ
x ÎÅ � f

Â
(x)Å dxÅ . (4.18)

Diese GrÂÄe kennzeichnet die (auf 1 Ï bezogene) Signalleistung. Wird z.B. mit x eine
Spannung bezeichnet, so hat mÎ die Einheit "VÎ".            

Bei einer diskreten, M-stufigen ZufallsgrÂÄe erhÀlt man aus (4.17) und (4.18) unter
Verwendung von (4.4) wieder die Gleichungen (1.6) bzw. (1.7):

mÍ = ÌM
ÑÓÍ pÑ � xÑÅ , (4.19)

mÎ = ÌM
ÑÓÍ pÑ � x ÎÑÅ . (4.20)

Hierbei ist berÁcksichtigt, daÄ das Integral Áber die Diracfunktion Ô(x) gleich 1 ist.



534  Kontinuierliche ZufallsgrÁÂen
Aus linearem und quadratischem Mittelwert ist mit (1.8) die Varianz s 2 = À2 - À2

1

berechenbar. DieseÄentspricht physikalisch der Wechselleistung,ÅwÁhrend die Streuung

s  den EffektivwerÃÅangibt. s ÀÄ ist ein Sonderfall (Ç=2) der Zentralmomente, die im

Gegensatz zu den Momenten nach (4.16) jeweils auf den Mittelwert À1 bezogen sind:

mÅ = EÃ(É - À1)
ÅÇ = É+Ê

-Ê (É - À1)
ÅÂ � ÊË(É)Â dÉÂ . (4.21)

Wie in [24] gezeigt wird, kÄnnen die zentrierten und die nichtzentrierten Momente, m Å
bzw. ÀÅ, ineinander umgerechnet werden. Dabei gilt:

mÅ = ÈÅÍ=0

ÎÇ
k
Ï � ÀÍ � (- À1)

Å-ÍÂ , (4.22)

ÀÅ = ÈÅÍ=0

ÎÇ
k
Ï � mÍ � À

Å-Í
1

Â . (4.23)

Die formalen GrÄÀen À0 und m 0 kÄnnen mit (4.16) und (4.21) berechnet werden und

ergeben jeweils 1. Das Zentralmoment erster Ordnung ist definitionsgemÁÀ m1=0.

Aus der Kenntnis von Mittelwert und Varianz lÁÀt sich eine obere Schranke fÅr die

Wahrscheinlichkeit angeben, daÀ die ZufallsgrÄÀe É betragsmÁÀig um mehr als einen

Wert Á vom Mittelwert À1 abweicht (TËÈÍÎbyËÈÍÎÊÊËÈÍÎÅUÏÌÑÎÓÈÍÔÏÌ):

pÌÑÉ - À1Ñ Ó Á ÔÂ ÖÂ
s

2

Á
2
Â . (4.24)

Da diese Gleichung im allgemeinen nur eine sehr grobe NÁherung darstellt, sollte sie

allerdings nur bei unbekanntem Verlauf der WDF ÊË(É) angewandt werden.

Die Berechnung der Momente als Erwartungswerte gemÁÀ (4.16) bis (4.21) ist eine

SÈÍÖÒÀÓÃÃÎÑÔÏÌ, d.h. eine Mittelung Åber alle mÄglichen Werte ÉÒ. Ist der die ZufallsgrÄÀe

erzeugende stochastische ProzeÀ ÕŠÚ(Ã)ÛÜstationÁr und ergodisch (genauere Definition in

Kapitel 9), so kÄnnen die Momente ÀÅ auch als ZeitmittelwerteÙbestimmt werden. Diese

Art der Mittelung wird im folgenden durch eine Åberstreichende Linie gekennzeichnet.

Bei zeitdiskreter Betrachtung wird das Zufallssignal É(Ã) durch die Zufallsfolge ŸÉŽ�
ersetzt. Bei endlicher Folge (d.h. n=1, 2, ... , N) lauten diese Zeitmittelwerte:

ÀÅ =Â É Å�Â =
1

N
� È��=1

É Å�Â , (4.25)

À1 =Â É�Â =
1

N
� È��=1

É�Â , (4.26)

À2 =Â É 2�Â =
1

N
� È��=1

É 2�Â . (4.27)

Bei der Bestimmung der Momente mittels Simulation wird sehr viel hÁufiger der Weg der

Zeitmittelung gemÁÀ (4.25) als der der Scharmittelung gemÁÀ (4.16) eingeschlagen.



54 G. SÁder: Simulationsmethoden in der Nachrichtentechnik

4.3    Gleichverteilte ZufallsgrÁÂen

Eine ZufallsgrÁÂe x heiÂt gleichverteilt, wenn sie nur Werte innerhalb eines gewissen

Bereichs (z.B. von xÕŠÚÛbis xÕÜÙ) annehmen kann, und jeder Wert innerhalb des Intervalls

gleichwahrscheinlich ist (vgl. Bild 4.4a). Daraus folgt, daÂ die Wahrscheinlichkeits�

dichtefunktion fÂ(x) im Bereich von xÕŠÚ bis xÕÜÙ den konstanten Wert 1/(xÕÜÙ - xÕŠÚ)

besitzt, wobei an den beiden Grenzstellen fÄr fÂ(x) jeweils nur der halbe Wert (Mittelwert

zwischen links- und rechtsseitigem Grenzwert) zu setzen ist. Die Verteilungsfunktion

FÂ(r) gemÀÂ (4.7) steigt im Bereich von xÕŠÚ bis xÕÜÙ linear von 0 auf 1 an (vgl. Bild 4.4b).

Mittelwert und Streuung haben bei der Gleichverteilung folgende Werte:

mŸ =
xÕÜÙ + xÕŠÚ

2
Å , (4.28)

Ä =
xÕÜÙ - xÕŠÚ

2 3À Å . (4.29)

Bei symmetrischer WDF (d.h. xÕŠÚ=-xÕÜÙ) erhÀlt man mŸ=0 und Ä =xÕÜÙ/ 3À .

xÕŠÚ xÕÜÙ xÕŠÚ xÕÜÙ

1

x

1
xÃÇÉ - xÃÊË

(a) (b)

mŸ

fÂ(x) FÂ(r)

r

Bild 4.4: WDF (a) und VTF (b) einer gleichverteilten ZufallsgrÁÂe x.

Bild 4.5 zeigt zwei Signale mit gleichfÁrmiger Amplitudenverteilung. In Bild 4.5(a) ist

statistische UnabhÀngigkeit der einzelnen Abtastwerte vorausgesetzt, d.h. xÈ  kann hier

alle Werte zwischen xÕŠÚ und xÕÜÙ mit gleicher Wahrscheinlichkeit annehmen, und zwar

unabhÀngig davon, welche Werte in der Vergangenheit (x È ÍÎ, x È ÍÏ, ... ) auftraten. Beim

sÀgezahnfÁrmigen Signal von Bild 4.5(b) ist diese UnabhÀngigkeit nicht mehr gegeben.

m
Ÿ

xÕÜÙ

(a)

m
Ÿ

(b)
t t

x(t)

xÕŠÚ

xÕÜÙ

xÕŠÚ

Bild 4.5: Zwei Beispiele fÄr Signale mit gleichfÁrmiger Amplitudenverteilung:

Zufallssignal (a) und deterministisches, sÀgezahnfÁrmiges Signal (b).
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Bei der Beschreibung von Nachrichtensystemen sind gleichverteilte ZufallsgrÁÂen

eher die Ausnahme. Ein Beispiel fÄr eine solche GrÁÂe ist die Phase von kreissymmetri�

schen StÁrungen, wie sie beispielsweise bei Quadraturmodulationsverfahren auftreten

kÁnnen. Auch in der Bildcodierung wird hÀufig vereinfachend mit einer Gleichverteilung

anstelle der tatsÀchlichen, i.a. sehr viel komplizierteren Verteilung des Originalbildes

(siehe z.B. Bild 4.3) gerechnet, da der Unterschied des Informationsgehaltes zwischen

natÄrlichem Bild und dem auf der Gleichverteilung basierenden Modell relativ gering ist.

Die groÂe Bedeutung von gleichverteilten ZufallsgrÁÂen fÄr die Systemsimulation ist

vielmehr darauf zurÄckzufÄhren, daÂ entsprechende Zufallsgeneratoren relativ einfach

zu realisieren sind, und andere Verteilungen sich daraus leicht ableiten lassen.

Die heute verwendeten Zufallsgeneratoren sind meist pseudozufÀllig. Das bedeutet,

daÂ die erzeugte Folge als das Ergebnis eines festen Algorithmus’ eigentlich determini�

stisch ist, fÄr den Anwender jedoch aufgrund der groÂen PeriodenlÀnge P stochastisch

erscheint. FÄr die Systemsimulation haben diese Pseudozufallsgeneratoren den Vorteil,

daÂ die erzeugten Zufallsfolgen ohne Speicherung reproduzierbar sind, was sowohl den

Vergleich verschiedener Konfigurationen als auch die Fehlersuche wesentlich erleichtert.

Ein geeigneter Zufallsgenerator sollte dabei folgende Kriterien erfÄllen:

(1) Die einzelnen ZufallsgrÁÂen xn  einer langen Zufallsfolge sollten nÀherungsweise

gleichverteilt sein.

(2) Bildet man aus der Zufallsfolge jeweils nichtÄberlappende Paare (Tupel) von

ZufallsgrÁÂen, z.B. (xn , xn+Ž), (xnÄÀ, xnÄÅ) usw., so sollten diese in einer zweidimen�

sionalen Darstellung innerhalb eines Quadrates ebenfalls gleichverteilt sein.

..

.

(n) Bildet man aus der Zufallsfolge schlieÂlich nicht Äberlappende n-Tupel von Zufalls�

grÁÂen, so sollten auch diese innerhalb eines n-dimensionalen WÄrfels mÁglichst

die Gleichverteilung ergeben.

Die erste Forderung bezieht sich ausschlieÂlich auf die Amplitudenverteilung und ist im

allgemeinen leicht zu erfÄllen, z.B. bereits durch einen Zufallsgenerator, der Àhnlich Bild

4.5(b) der Reihe nach alle mÁglichen Werte ausgibt (d.h. xn =xnÃÇ+Éx), und nach dem

Maximalwert xnÃÇ=x��� wieder mit xn=x��! beginnt. Die weiteren Bedingungen (2) bis

(n) betreffen dagegen die statistische UnabhÀngigkeit aufeinanderfolgender Zufalls�

werte, und sollen somit eine "ausreichende ZufÀlligkeit" der Folge gewÀhrleisten.

Im folgenden werden solche Pseudozufallsgeneratoren betrachtet, die zwischen

0 und 1 gleichverteilte ZufallsgrÁÂen liefern. Diese basieren meist auf der sukzessiven

Manipulation einer Integervariablen k. Geschieht die Zahlendarstellung im Rechner mit

L Bit, so kann diese Variable bei geeigneter Behandlung des Vorzeichenbits alle Werte

zwischen 0 und 2Ê - 1 annehmen. Die hieraus abgeleitete ZufallsgrÁÂe

x =
k

2Ê- 1
= k � ËxÒ Å Ò È0, Å Ëx, Å 2 � Ëx, Å Ã.Ã.Ã.ÃÅ , Å 1 - Ëx, Å 1ÍÎ (4.30)
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ist demnach ebenfalls diskret (Stufenzahl M=2L). Ist die Bitanzahl L hinreichend groÁ,
so ist Dx = 1/(2L - 1) sehr klein, und x kann im Rahmen der Simulationsgenauigkeit
durchaus als kontinuierliche ZufallsgrÂÁe interpretiert werden. 

Die Folge ÂkÄÀÅvon Integerwerten kann z.B. aus den im Schieberegister gespeicherten
BinÄrwerten bÄ  eines PN-Generators der LÄnge L entsprechend der Beziehung

kÃ = Ç
L

ÉÊË
bÃÈÉ � 2 LÈÉ (4.31)

abgeleitet werden, wobei kÄ  alle Werte zwischen 1 und 2L-1 annehmen kann (vgl. Bild
2.1). Man spricht dann von einem Modulo-2-Generator nach Tausworthe.

Der Punkt (1) der oben genannten Anforderungen wird durch diesen Generator gut
erfÀllt. Wird L genÀgend groÁ gewÄhlt, z.B. L=31, so kann die Folge ÂxÄÀ= ÂkÄ/(2L-1)À
durchaus als gleichverteilt bezeichnet werden. Dagegen ist die statistische UnabhÄngig�
keit der Folgenelemente nicht gegeben, was insbesondere bei einer Weiterverarbeitung
problematisch sein kann.

Das am hÄufigsten angewandte Verfahren zur Erzeugung der Zufallsfolge ÂkÄÀÅbasiert
auf der linearen Kongruenz. Die rekursive Generierungsvorschrift fÀr einen solchen
Linear Congruential Generator lautet 

kÃ = (a � kÃÈË + c)Å modÅ mÅ , (4.32)

wobei die statistischen Eigenschaften der Folge entscheidend von den Parametern a, c
und m sowie vom Startwert kÍ abhÄngen.

In der FrÀhzeit der Zufallsgeneratoren, etwa um 1960, wurde die Basis m meist als
eine Zweierpotenz gewÄhlt, wodurch die Modulo-Operation aufgrund der binÄren
Zahlendarstellung in Digitalrechnern sehr einfach zu implementieren war. Ein Beispiel

hierfÀr ist der Zufallsgenerator kÃ = (25173 � kÃÈË + 13849)Å modÅ 2ËÎ, wobei  kÄ  unab�

hÄngig vom Startwert kÍ alle Werte zwischen 0 und 2ËÎÏ-1 annehmen kann. Die Perio�
dendauer betrÄgt demnach P=2ËÎ. Leider besitzt dieser Zufallsgenerator ungÀnstige
statistische Eigenschaften hinsichtlich der Bildung von n-Tupeln. 

Bessere Ergebnisse erzielt man mit der Basis m=2l-1, wobei l eine natÀrliche Zahl
angibt. Weit verbreitet ist bei Rechnern mit 32 Bit-Architektur und einem Vorzeichenbit
die Basis m=2ÌË-1=2 147 483 647. Ein entsprechender Algorithmus lautet:

kÃ = (16807 � kÃÈË)Å mod (2ÌË - 1)Å . (4.33)

Da hier die additive Komponente c=0 ist, spricht man von einem Multiplicative

Congruential Generator. FÀr einen solchen ist der Startwert kÍ=0 nicht erlaubt. FÀr alle
anderen Startwerte betrÄgt die Periodendauer P=2ÌË - 2.

Der Algorithmus (4.33) kann auf einem 32Bit-Rechner nicht direkt implementiert
werden, da das Ergebnis der Multiplikation bis zu 46 Bit beansprucht. Er kann aber
derart abgewandelt werden, daÁ zu keinem Zeitpunkt der Berechnung der Integerzahlen�
bereich eines 32 Bit-Rechners Àberschritten wird (siehe Ãbungsaufgabe Ã4.2).
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4.4    GauÁverteilte ZufallsgrÂÁen

ZufallsgrÁÂen mit GauÂscher Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion sind wirklichkeits�

nahe Modelle fÄr viele physikalische GrÁÂen. Dies gilt insbesondere dann, wenn sich eine

GrÁÂe aus einer sehr groÂen Anzahl unabhÀngiger BeitrÀge additiv zusammensetzt, eine

Eigenschaft, die gerade bei Rauschsignalen hÀufig anzutreffen ist. Nach dem zentralen

Grenzwertsatz (vgl. z.B. [24]) besitzt eine solche Linearkombination

x = "
Ä

ÀÅÃ xÀ (4.34)

im Grenzfall (IÇÉ)ÊunabhÀngig von den Dichtefunktionen der einzelnen Summanden

xÀ eine GauÂsche Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion:

fË(x) =
1

2ÈÍ
� Î Å e

ÏÌ ÑÓÔÖÒÕ ŠŠÚÛ Š Å . (4.35)

Die Parameter sind hierbei der Mittelwert mÃ und die Streuung Î . Aus der Darstellung

von Bild 4.6(a) geht hervor, daÂ die Streuung Î als der Abstand von Maximalwert und

Wendepunkt aus der glockenfÁrmigen WDF fË(x) auch graphisch ermittelt werden kann.

Ist mÃ=0 und Î =1, so spricht man auch von der Normalverteilung.

Ü

Ù

xmÙ
(a) (b)

mÙ r

1

2ÈÍ � Î
2Ÿ

Ž��fË(x) FË (r)
Wende-punkt

Bild 4.6: WDF (a) und VTF (b) einer gauÂverteilten ZufallsgrÁÂe x.

Im Gegensatz zur Gleichverteilung kÁnnen bei der GauÂverteilung beliebig groÂe

Amplitudenwerte auftreten, was auch ein Vergleich der Bilder 4.1 und 4.5 deutlich macht.

Die Zentralmomente ��!Êidentisch mit den Momenten m� der Àquivalenten mittel�

wertfreien ZufallsgrÁÂe, sind bei GauÂscher WDF - wie auch bei der Gleichverteilung -

aufgrund der symmetrischen VerhÀltnisse fÄr ungerade Werte von k identisch 0. Das

Zentralmoment  �"Êist definitionsgemÀÂ gleich Î "#
Alle hÁheren Zentralmomente mit geradzahligen Werten von k lassen sich bei gauÂ�

fÁrmiger WDF - und nur bei dieser - durch die Varianz Î "ÊausdrÄcken:

�� = (k - 1) � (k - 3) �Å Ã.Ã.Ã.ÃÅ � 3 � 1 � Î �Ò Ò Ò fallsÅ kÅ geradeÅ . (4.36)

Daraus kÁnnen die Momente m� gemÀÂ (4.16) wie folgt bestimmt werden (vgl. [24]):

m� = "
�

$Å% &k’( � �$ � m�Ï$Ã Å . (4.37)

Diese Gleichung gilt ganz allgemein, d.h. fÄr beliebige Verteilungen.
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Die Verteilungsfunktion Fx(r) einer gauÁverteilten ZufallsgrÂÁe ist punktsymmetrisch

um den Mittelwert m# (vgl. Bild 4.6(b)). Mit (4.7) und (4.35) erhÄlt man

F
x
(r) =Ò ÂÀ r - m#Ä ÀÒ ,Å (4.38)

wobei Å(x) das GauÁsche Fehlerintegral angibt: 

À (x)=
1

2ÃÇ É
x

$Ê
e$u

ËÈ2À duÀ .Å (4.39)

Bei vielen Anwendungen ist es zweckmÄÁig, anstelle von Å(x) die KomplementÄrfunktion

Q(x) =
1

2ÃÇ � É
%Ê

x

e$u
ËÈ2À du = 1 -Ò (x)Å (4.40)

zu verwenden. Beide FunktionsverlÄufe sind analytisch nicht berechenbar und aus der

Tabelle im Anhang zu entnehmen. Q(x) kann auch aus der in Programmbibliotheken oft

vorhandenen Funktion "erfc(x)" berechnet werden (vgl. Vorbereitungsfrage V13.1). 

FÅr die Generierung gauÁverteilter ZufallsgrÂÁen gibt es mehrere MÂglichkeiten.

Bei der sogenannten Additionsmethode bildet man entsprechend (4.34) die Summe

s = ÍI

i=#

u
i

(4.41)

aus I gleichverteilten und statistisch voneinander unabhÄngigen ZufallsgrÂÁen u i. Nach

dem zentralen Grenzwertsatz ist  s mit guter NÄherung gauÁverteilt, wenn I hinreichend

groÁ gewÄhlt wird. Sind die I ZufallsgrÂÁen ui jeweils gleichverteilt zwischen 0 und 1, so

betrÄgt der Mittelwert mu=1/2 und die Streuung Äu= 1Î12Ï . Die entsprechenden

KenngrÂÁen der Summe s kÂnnen dann mit den allgemeingÅltigen Rechenregeln fÅr

Erwartungswerte ermittelt werden, wobei fÅr I statistisch unabhÄngige Summanden gilt:

m
s
= I � m

u
= IÎ2À , (4.42)

Ä
s
= IÇ

� Ä
u

= IÎ12Ï À . (4.43)

Soll nun eine gauÁverteilte ZufallsgrÂÁe x mit Mittelwert mx und Streuung Ä xÌerzeugt

werden, so muÁ noch folgende lineare Transformation durchgefÅhrt werden:

x = mx +
ÄxÄs

À� (s - ms)À . (4.44)

Die ZufallsgrÂÁe (s - ms) ist mittelwertfrei und besitzt die Streuung Ä sÑÌDurch Multipli�

kation mit dem Faktor Ä xÓÄ sÌwird die Streuung zu Ä xÔÌwÄhrend der Mittelwert 0 nicht

verÄndert wird. Der gewÅnschte Mittelwert mx muÁ deshalb noch hinzuaddiert werdenÑ
Das Bildungsgesetz fÅr eine gauÁverteilte ZufallsgrÂÁe x lautet demnach nach der

Additionsmethode unter BerÅcksichtigung von (4.42) und (4.43):

x = m
x
+

Ä
x

IÎ12Ï � ÖÒÍI

i=#

u
i
À ÕÀ - I

2
ŠÀ . (4.45)
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Die so approximierte GauÁsche ZufallsgrÂÁe liefert allerdings nur Werte im Bereich
von Ç 3 � I &ÄÀ’um den Mittelwert mÀ. Dies lÄÁt sich nachweisen, indem man in (4.45) fÀr
alle uÅ den Wert 0 bzw. fÀr alle uÅ den Wert 1 einsetzt. Der Fehler gegenÀber der theoreti�
schen GauÁverteilung ist an diesen Grenzen am grÂÁten und wird fÀr steigendes I kleiner.

FÀr I=12 vereinfacht sich die Generierungsvorschrift (4.45) zu

x = mÀ + ÄÀ � ÃÇÉ
ÊË

ÅÈÊ
uÅÅ ÍÅ - 6ÎÅ , (4.46)

was besonders bei rechenzeitkritischen Anwendungen, z.B. bei einer Echtzeitsimulation,
ausgenutzt werden kann.

Bild 4.7(a) zeigt die WDF der nach (4.45) erzeugten ZufallsgrÂÁe fÀr verschiedene
Werte von I. FÀr I=2 ergibt sich aufgrund der Faltung zweier Rechteckfunktionen eine
dreieckfÂrmige WDF fÀ(x), mit zunehmendem I nÄhern sich die WDF-Kurven optisch
dem tatsÄchlichen Verlauf immer mehr an. Die Kurve fÀr  I = 12 ist in dieser linearen
Darstellung von einer exakten GauÁkurve nicht mehr zu unterscheiden.

In Bild 4.7(b) sind die Ãberschreitungswahrscheinlichkeiten p(x> r) fÀr obige NÄhe�
rung (4.45) dargestellt. Im Grenzfall I!1 ergibt sich hierfÀr der tatsÄchliche Verlauf
entsprechend der Q-Funktion (siehe (4.40)). Aus dieser logarithmischen Darstellung
geht hervor, daÁ bei der Additionsmethode mit endlichen Werten von I  erhebliche
Abweichungen vom tatsÄchlichen Kurvenverlauf auftreten, insbesondere fÀr grÂÁere
Werte von r und damit im Bereich kleiner Fehlerwahrscheinlichkeiten.
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ÔÖÑÒ

ÔÖÌÒ
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Ò

Ò
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Ó Ñ Ì Õ Š Ú Û Ü

ÙŸŽ
Ù�
Ù�
Ù�
Ù�

Ò

ÓÔ
ÓÔ
ÓÔ
ÓÔ

ÓÔ

Ó

ÙŸ�ÓÔ I!1(b)

Òr

fÀ(x)

p(x>r)

I=12
I=6

I=2

I=2

I=6 I=12

Bild 4.7: WDF (a) und Ãberschreitungswahrscheinlichkeit (b) einer entsprechend
(4.45) approximierten gauÁverteilten ZufallsgrÂÁe (mÀ=0, ÄÀ ()*&
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Eine etwas elegantere Methode zur Erzeugung einer GauÁverteilung wurde von Box
und Muller angegeben. Dabei werden zwei statistisch voneinander unabhÂngige gauÁ�
verteilte ZufallsgrÄÁen x und y durch nichtlineare Transformationen aus den beiden
zwischen 0 und 1 gleichverteilten und unabhÂngigen ZufallsgrÄÁen u und u erzeugt:

x = m/ + s/ � cos(2p � u) � - 2 � ln(u)Â À , (4.47)

y = m0 + s0 � sin(2p � u) � - 2 � ln(u)Â À . (4.48)

Sowohl (4.47) als auch (4.48) liefern sukszessive GauÁsche Zufallswerte ohne statistische
Bindungen. Da auÁerdem zwischen x und y keine AbhÂngigkeiten bestehen, kann man
diese Tatsache zur VerkÅrzung der Simulationszeit nutzen, indem man bei jedem Funk�
tionsaufruf ein Tupel (x, y) von GauÁwerten generiert (vgl. Ãbungsaufgabe Ã4.3).  

Der theoretische Hintergrund fÅr die GÅltigkeit dieser Generierungsvorschriften ba�
siert auf den GesetzmÂÁigkeiten fÅr zweidimensionale ZufallsgrÄÁen (vgl. Kapitel 5). Im
Gegensatz zur Erzeugung nach (4.45) ist hier der Wertebereich weniger begrenzt, so daÁ
bei einer Simulation auch kleine Wahrscheinlichkeiten besser wiedergegeben werden.

SchlieÁlich soll hier noch das in [5] ausfÅhrlich beschriebene Verfahren Tabulated

Inversion kurz skizziert werden. Der Grundgedanke ist dabei, die WDF - wie in Bild 4.8
gezeigt - in  J Intervalle gleichen FlÂcheninhalts (und dementsprechend unterschiedlicher
Breite) aufzuteilen. Jedem Intervall j wird ein charakteristischer Wert Cj zugeordnet. So�
mit genÅgt es, bei jedem Funktionsaufruf einen Integerzahlen-Generator aufzurufen, der
die Werte j= Ç1, ..., ÇJ/2 mit gleicher Wahrscheinlichkeit liefert und damit ein Cj

auswÂhlt. Ist J hinreichend groÁ, z.B. J= 2ÄÀ = 32 768, so kann Cj vereinfachend gleich
den Intervallmittelwerten gesetzt werden. Die problematischen Randbereiche sind ge�
sondert zu behandeln, z.B. mittels einer nichtlinearen Transformation.

Der Vorteil dieser Methode ist die kÅrzest mÄgliche Simulationszeit. GegenÅber
Box-Muller ergibt sich (unter Ausnutzung der Symmetrie) bei vergleichbarer Simulati�
onsgenauigkeit eine um den Faktor 5 ... 10 grÄÁere Geschwindigkeit. Nachteilig ist die
Diskretisierung der Analogwerte, was man aber durch ErhÄhung von J ausgleichen kann.

Å

x

f/(x)

I =
 0
.0
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Ã I =
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1
J

=
1
16

RandbereichRandbereich

Bild 4.8: Zur Verdeutlichung der Intervallgrenzen bei Tabulated Inversion (J=16).
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4.5 Weitere kontinuierliche Verteilungen

Es folgen nun weitere kontinuierliche Verteilungen, im einzelnen die Exponential-,

Rayleigh- und Riceverteilung. Neben den jeweiligen statistischen KenngrÁÂen sowie

einigen Anwendungsbeispielen werden stets auch Algorithmen zur Generierung der ent�

sprechenden ZufallsgrÁÂen angegeben. Weitere Verteilungen finden Sie z.B. in [29].

Exponentialverteilung

Eine kontinuierliche ZufallsgrÁÂe 3 heiÂt (negativ-)exponentialverteilt, wenn sie nur

nichtnegative Werte annehmen kann, und dabei die WDF mit steigendem 3 5exponentiell

abnimmt, d.h. wenn fÄr 3>0 (bzw. 6>0) entsprechend Bild 4.9 gilt:

7Ä(3) = À � eÅÃÇÄÀ , (4.49)

FÄ(6) = 1 - eÅÃÇÉÀ . (4.50)

DefinitionsgemÅÂ sei 7Ä(0)=À /2. FÄr negative Argumente (3<0 bzw. 6<0) sind beide

Funktionen identisch 0. Aus (4.16) und (4.49) folgt fÄr die Momente: 8Ê = 9!ËÀ Ê.  Je

grÁÂer der Verteilungsparameter À Èist, um so kleiner sind Mittelwert und Streuung:

8Í =
1

À À , (4.51)

Î = 8Ï - 8ÏÍÌ =
1

À À , (4.52)

und um so steiler erfolgt der Abfall der WDF und der Anstieg der VTF in Bild 4.9.

(a)

1

(b)

38Ñ 8Ñ

7Ä(3) FÉ(6)
À

6

Bild 4.9: WDF (a) und VTF (b) einer exponentialverteilten ZufallsgrÁÂe 3.

Eine groÂe Bedeutung hat die Exponentialverteilung z.B. fÄr ZuverlÅssigkeitsunter�

suchungen, wobei in diesem Zusammenhang auch der Begriff :L;<;>?@AB;6C;6E;GHB>I:

Äblich ist. Bei diesen Anwendungen ist die ZufallsgrÁÂe oft die Zeit  E, die bis zum Ausfall

einer Komponente vergeht. AuÂerdem ist anzumerken, daÂ die Exponentialverteilung

eng mit der Poissonverteilung (vgl. Abschnitt 1.4) zusammenhÅngt.

Zur Erzeugung einer exponentialverteilten ZufallsgrÁÂe 35kann z.B. eine nichtlineare

Transformation5verwendet werden. Besitzt eine kontinuierliche ZufallsgrÁÂe B die WDF

7Ó(B), so gilt fÄr die WDF der an der Kennlinie 3=I(B) transformierten ZufallsgrÁÂe 3:

7Ä(3) =
7Ó(B)

|IÔ(B)|
Ò

ÓÖÒÕÄŠ
À . (4.53)

Hierbei gibt IÔ(B) die Ableitung der Kennlinie und J(3) die Umkehrfunktion zu I(B) an.
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Gl. (4.53) gilt nur unter der Voraussetzung, daÁ die Ableitung gÁ(u) ungleich 0 ist. Bei

einer Kennlinie mit horizontalen Abschnitten (d.h. gÁ(u)=0) treten in der WDF zusÂtz�

liche Diracfunktionen auf, wenn die EingangsgrÄÁe in diesem Bereich Anteile besitzt.

Die Gewichte dieser Diracfunktionen kÄnnen mit (4.2) berechnet werden.

FÀr das Folgende wird vorausgesetzt, daÁ die zu transformierende ZufallsgrÄÁe u

gleichverteilt zwischen 0 und 1 sei. Die nichtlineare Kennlinie x=g(u) ist derart zu

bestimmen, daÁ die ZufallsgrÄÁe x eine WDF gemÂÁ (4.49) aufweist. 

Durch Umstellen von (4.53) erhÂlt man fÀr den Bereich 0K uK 1:

|gÁ(u)| =
fÂ(u)

fÄ(x)
Ò

ÄÀÅÃÂÇ
Å =

1

É � eÊËÅ ÃÂÇÅ . (4.54)

FÀr eine monoton steigende Funktion x=g(u) gilt nun mit |g’(u)|=dx/du:

du = É � eÈÊËÄÅ dxÅ . (4.55)

Daraus erhÂlt man durch unbestimmte Integration auf beiden Seiten der Gleichung:

u = K - eÈÊËÄÅ . (4.56)

Die Konstante K wird mit der (eigentlich willkÀrlichen) Bedingung berechnet, daÁ die

EingangsgrÄÁe u=0 auf die AusgangsgrÄÁe x=0 abgebildet wird. Man erhÂlt K=1.

Daraus folgt fÀr die monoton steigende Transformationskennlinie:

x =
1

É � ln Í 1

1 - u
ÎÅ . (4.57)

Bei der Rechnerimplementierung von (4.57) ist sicherzustellen, daÁ fÀr die gleichverteilte

ZufallsgrÄÁe u der kritische Wert 1 ausgeschlossen wird. Unter der Annahme einer mo�

noton fallenden Kennlinie (| gÁ(u)|=-dx/du) erhÂlt man anstelle von (4.56) und (4.57):

u = eÈÊËÄÅ , (4.58)

x =
1

É
� ln Í 1

u
Å Î = -

ln(u)

É
Å . (4.59)

Diese Kennlinie wird in der nachfolgend angegebenen C-Funktion "evz" (exponential�

verteite ZufallsgrÄÁe) verwendet. Der kritische Wert u=0 ist hierbei ausgeschlossen.

ÏÌÑÓÔÖÒÕŠÌÚÛÜÙŸŽŸ� �ÌÌ�ÜÙŸŠÛÜÙÑ�ÔŸŠÌ!Ñ"#Ü#$
%Ö&ÜÙÌŠ’()*+ÖÜÛ"ÕÜ, �ÌÌ-"Š#/Ü"Š0Ü#ÜÛŠÙŠ#Ì�ÑÓÕ1
Ö&Ó/Ì3*4Ì%Ö&ÜÙÌÖÜÛ"ÕÜ4 �ÌÌ5&ÑÓÙŠ#Ì3*Ì%7#Ì#ÜÓÕ&Û),+ÌÖÜÛ"ÕÜ89
;Ì%Ö&ÜÙÌ#ÜÓÕ&Û),+Ò4 �
ÌÌÒ8<Ž �
ÌÌ=ŸÑÖŠÌ)Ò88<Ž, �
ÌÌÌÌÌÒ8#ÜÓÕ&Û)*,4 �ÌÌÒÌÑ�ÙÌ/ÖŠÑÔŸ’Š#ÙŠÑÖÙ
ÌÌ#ŠÙÒ#ÓÌ)>Ö&/)Ò,?ÖÜÛ"ÕÜ,4 �ÌÌ@#ÜÓ�%&#ÛÜÙÑ&ÓÌÓÜÔŸÌ)AŽBC,
D �

Bild 4.10 verdeutlicht die Erzeugung der exponentialverteilten ZufallsgrÄÁe x aus der

gleichverteilten GrÄÁe u anhand der Kennlinie (4.59). Ist der aktuelle Wert von u relativ

klein (z.B. u=uE), so ergibt sich aufgrund der monoton fallenden Kennlinie fÀr die

AusgangsgrÄÁe x ein relativ groÁer Wert xE. Ein grÄÁerer Wert (z.B. u=uF) liefert
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dagegen einen deutlich kleineren x-Wert. Alle Werte aus dem hell bzw. dunkel unter�

legten Intervallen um u1 bzw. u2 werden in die entsprechenden Bereiche um x1 bzw. x2

transformiert, wobei Ox1 deutlich grÁÂer als Ox2 ist. Da die IntervallflÄchen um u1 bzw.

u2 gleich groÂ sind, und dies aufgrund der eindeutigen Abbildung auch fÀr die FlÄchen

um x1 bzw. x2 gilt, ist das Intervall um x2 deutlich hÁher als dasjenige um x1. Dies erklÄrt

die HÄufigkeit von relativ kleinen Funktionswerten bei der Exponentialverteilung.

Ä
Ä

Ä

0 1u uÀ Å

uO uO

x

x

À

Å

u

x

OxÀ

À Å

(a)

(b)

(c)

(a) Nichtlineare Kennlinie 

(b) WDF

(c) WDF

der EingangsgrÁÂe,

der AusgangsgrÁÂe.

fÃ(x)

fÇ(u) x = g(u),

fÇ(u)

fÃ(x)

OxÅ
u

Ä
x

Bild 4.10: Erzeugung einer exponentialverteilten ZufallsgrÁÂe x aus einer Gleich�

verteilung durch Transformation mittels der Kennlinie (4.59).

ÉÊËÈÍÎÏÌÑÓÔÖÒÓÉÎÕÍŠÍÚÛÍÎÈÔÖÏ
Diese beiden Verteilungen spielen u.a. bei der Basisbandsimulation von digitalen

TrÄgerfrequenzsystemen eine wichtige Rolle, insbesondere auch fÀr die Beschreibung

zeitvarianter KanÄle, z.B. im Mobilfunk. Dazu betrachten wir die ZufallsgrÁÂe

x = (C + u)Â2 + ÜÂ2Ù Å , (4.60)

wobei C eine Konstante ist, wÄhrend u und Ü jeweils als gauÂverteilt und mittelwertfrei

(mÇ=mŸ =0) angenommen werden. Die beiden ZufallsgrÁÂen u und Ü seien auÂerdem

statistisch voneinander unabhÄngig und besitzen die gleiche Streuung: ŽÇ P ŽŸ=� Q    
FÀr den Sonderfall C=0 ergibt sich die Rayleighverteilung. Betrachten wir zunÄchst

die ZufallsgrÁÂe y=u 2+Ü2. Unter BerÀcksichtigung der Streuungen ŽÇ P ŽŸ= �  folgt:

f�(y) =
1

2 � �Â2 � e
-Â

�
�!"#�Å . (4.61)

Die WDF der rayleighverteilten ZufallsgrÁÂe (fÀr positives x) erhÄlt man entsprechend

der Beschreibung im letzten Abschnitt durch Transformation an der Kennlinie x= y$ :

fÃ(x) =
x

�Â2 � e
-Â %#��!"#�Å . (4.62)
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Bild 4.11: Zeitverlauf und WDF einer rayleighverteilten ZufallsgrÁÂe mit Â =Ä (a)

und einer riceverteilten ZufallsgrÁÂe mit Â =Ä und C=1 (b).

Eine riceverteilte ZufallsgrÁÂe (CÄ0) besitzt dagegen fÀr x À 0 die folgende WDF:

f
R
(x) =

x

ÂÅÃ � e
ÇÅÉÊËÈÍÊËËÎÏÊË � IÌ Ñ x �C

ÂÅÃ ÓÅ , (4.63)

wobei die Besselfunktion nullter Ordnung durch folgende Reihe approximiert wird:

IÌ(x) = ÔÖ
ÒÕŠ

(- 1)ÅÒ
Ú! � Û(Ú + 1)

ÜÅ
x

2
ÙÅÃÒ

Å . (4.64)

Bild 4.11(a) und (b) zeigen Ausschnitte aus den ZeitverlÃufen einer rayleigh- und einer

riceverteilten ZufallsgrÁÂe sowie die zugehÁrigen Dichtefunktionen gemÃÂ (4.62) bzw.

(4.63). Aus dem oberen Bild erkennt man, daÂ bei einer rayleighverteilten ZufallsgrÁÂe

die WDF stets unsymmetrisch zum Mittelwert ist.

Das k-te Moment einer rayleighverteilten ZufallsgrÁÂe ergibt sich allgemein zu

m
X

= (2 � ÂÅÃ)ÅXŸÃ � Û(1 +
k

2
)Å , (4.65)

woraus Mittelwert und Streuung folgendermaÂen berechnet werden kÁnnen:

mŠ = Â �
Ž
2

� Å , (4.66)

� = Â � 2 -
Ž
2

� Å . (4.67)

Bei der Riceverteilung ist der Ausdruck fÀr das Moment mX deutlich komplizierter und

nur mit Hilfe hypergeometrischer Funktionen angebbar. Gilt jedoch Â � C (was hÃufig

zutrifft), so ist mŠ � C und � � Â ; unter dieser Voraussetzung kann die Riceverteilung

durch eine GauÂverteilung mit Streuung Â und Mittelwert C angenÃhert werden.
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4.6 Vorbereitungsfragen

V4.1: Die Verteilungsfunktion einer kontinuierlichen ZufallsgrÁÂe Y hat die in der

nachfolgenden Skizze (a) eingezeichnete Form.

-2 -1 0 1

1

2 3 4 -2 -1 0 1

1

2 3 4

(a) (b)

ZÄ ([) \Ä(Y)

[ Y

a) Bestimmen Sie die dazugehÁrige WDF, und skizzieren Sie \Ä(Y) in das vorgegebene

Diagramm (b).

b) Geben Sie den linearen Mittelwert ]À und die Streuung ÅÃan.

c) Wie groÂ sind die folgenden Wahrscheinlichkeiten?

^À = ^(Y = 0) = 

^Ç = ^(Y É 2) = 

^Ê = ^(|Y _ ]À|Ë È ) =

 

d) Welche Schranke lÄÂt sich fÀr die Wahrscheinlichkeit ^Ê angeben, wenn von der

ZufallsgrÁÂe Y nur der Mittelwert ]À und die Streuung È Ãbekannt sind, nicht jedoch

die Form der WDF?



66 G. SÁder: Simulationsmethoden in der Nachrichtentechnik

V4.2: Jeder Betreiber von ISDN-GerÁten muÂ gewisse Anforderungen hinsichtlich der

Bitfehlerquote einhalten, die z.B. durch die CCITT-Empfehlung G.821 ("Error Perfor�

mance") spezifiziert sind. Diese besagt unter anderem, daÂ jedes Äbertragungssystem -

Àber einen sehr langen Zeitraum gemittelt - in mindestens 99.8% aller Einsekunden-

Intervalle eine Fehlerquote kleiner als 10-3 aufweisen muÂ. Bei einer Bitrate von 64kbit/s

bedeutet diese Forderung weniger als 65 Fehler pro Sekunde. Bezeichnet man mit ‘S die

Anzahl der Äbertragungsfehler in Einsekunden-Intervallen, so lautet dieses Kriterium

z{|{}{~“ÂÄ}}À}{ÅÂz{ÃÀÇÅÉ:

Ê(‘S Ë 64) È
!

0.998Å .

FÀr das Folgende wird von der vereinfachenden Annahme ausgegangen, daÂ auftretende
Äbertragungsfehler statistisch unabhÁngig seien. Die VerfÁlschungswahrscheinlichkeit
jedes einzelnen Symbols betrage Ê.

a) Bestimmen Sie die WDF ÍÎS(‘S) und geben Sie die Wahrscheinlichkeit Ê(‘S Ë 64)

allgemein an.

b) Bestimmt man den maximalen Wert von Ê, fÀr den obige Bedingung (bei statistisch
unabhÁngigen Fehlern) gerade noch erfÀllt ist, so erhÁlt man ÊË0.7Ï10-3. Aufgrund
der groÂen Zahlenwerte kann es allerdings bei der numerischen Auswertung der in a)
ermittelten Gleichung zu Problemen kommen. Ist das Produkt ÌÏÊ Ñ 1, so kann man
jedoch die Binomialverteilung durch eine diskrete GauÂverteilung annÁhernÂ(Grenz�

wertsatz von de Moivre-Laplace), und es gilt mit Ó1 = Ì � Ê  und Ô = Ì � Ê � (1-Ê)Ö

fÀr die Auftrittswahrscheinlichkeiten nÁherungsweise:

Ê(‘S = Ò) Õ
1

2ŠÚ � Ô
Å� e

-Â
ÛÜÙŸŽ��
���� Å . (4.68)

DrÀcken Sie die Wahrscheinlichkeit Ê(‘S Ë 64) mit Hilfe dieser Gleichung aus. 
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c) Eine weitere NÁherung fÂr die Wahrscheinlichkeit p(xS Ä 64) ergibt sich mit dem

GauÄschen Fehlerintegral gemÁÄ (4.39), wenn man die diskrete GauÄverteilung

durch die kontinuierliche GauÄverteilung ersetzt. Wie lautet diese NÁherung?

d) Berechnen Sie nun mit der in c) angegebenen NÁherung die maximal mÀgliche Fehler�

wahrscheinlichkeit p, so daÄ die obige Bedingung p(xS Ä 64) À 0.998 gerade noch

erfÂllt ist, und vergleichen Sie Ihr Ergebnis mit dem exakten Wert. Verwenden Sie zur

Vereinfachung die weitere NÁherung 1 - p Å 1 und die Tabelle im Anhang B.

e) FÂr das Folgende sei p=2.5Ã10-4. Geben Sie den Wert von Ç an, fÂr den die Wahr�

scheinlichkeit p(xS =Ç) maximal wird. Wie groÄ ist in diesem Fall p(xS =Ç)? 

f) Weiterhin sei  p=2.5Ã10-4. Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit p(8 ÄxS Ä 24). 



68 G. SÁder: Simulationsmethoden in der Nachrichtentechnik
V4.3: Gesucht ist die nichtlineare Kennlinie x = g(u), die aus einer zwischen -1 und +1

gleichverteilten ZufallsgrÁÂe u eine neue ZufallsgrÁÂe x mit folgender WDF erzeugt:

fÂ(x) =
1

Ä �
À

À Å+ x Å Ä . (4.69)

Man spricht hier von der Cauchy-Verteilung. Beispielsweise ist der Quotient u/Ã zweier

unabhÀngiger gauÂverteilter mittelwertfreier GrÁÂen u und Ã cauchyverteilt ist, wobei

der Verteilungsparameter À=ÇÉ/Ç ÊËbetrÀgt.

a) Skizzieren Sie diese Funktion in das nachfolgende Diagramm.

È x

Í1

fÂ(x)

- À À

.À

b) Berechnen Sie eine der mÁglichen Transformationskennlinien x = g(u), und zwar die�

jenige mit monoton ansteigendem Verlauf: gÎ(u)=dx/du Ï 0. Hinweis: Es gilt 

Ì 1

À Å+ x Å Ä dx =
1

À � arctan(
x

ÀÄ )Ä . (4.70)

c) Zeigen Sie, daÂ die Cauchy-Verteilung eine unendlich groÂe Streuung besitzt.
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V4.4: Manchmal stellt sich die Aufgabe abzuschÁtzen, ob eine vorliegende, in ihren

statistischen Eigenschaften unbekanne ZufallsgrÂÄe (zumindest nÁherungsweise) eine

GauÄsche WDF besitzt. Hierzu kann man auf die sogenannte Kurtosis zurÀckgreifen, die

mit dem Zentralmoment 4. Ordnung (mÄ)  und der Streuung (s ) wie folgt definiert ist:

À =
mÄ
s ÄÅ . (4.71)

Ebenfalls verwendet wird der Begriff der ÅÃÇÉÊËÈÍÎÏÌÑÇÓÔ (engl. ÅÃÇÖÖÊÒÓÕÏŠÎÓÎÖÖ):
DÀ = À - 3Å . (4.72)

a) BegrÀnden Sie anhand einer gauÄverteilten ZufallsgrÂÄe, warum fÀr die Beschrei�

bungsgrÂÄe nach (4.72) der Name "GauÄ-Abweichung" sinnvoll ist. Welchen Wert

hat hier DÀ unabhÁngig von Mittelwert und Streuung?

  

b) Berechnen Sie À und DÀ fÀr eine gleichverteilte ZufallsgrÂÄe. ÚÏÓÍÎÏÖÛ Da diese

GrÂÄen unabhÁngig von Mittelwert und Streuung sind, kÂnnen Sie z.B. vereinfachend

von einer Gleichverteilung zwischen -1 und 1 ausgehen.

  

c) Welche Werte ergeben sich fÀr À und DÀ bei einer zweiseitig-exponentialverteilten

ZufallsgrÂÄe: ÜÙ(Ÿ) = lŽ2 � e����Ù�. !ÚÏÓÍÎÏÖÛ Es gilt 

"
#

$
Ÿ %

� e��ÙÅ dŸ =
Š!

l %&’ Å . (4.73)

d) Verallgemeinern Sie die Ergebnisse von Punkt b) und c).
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4.7 VersuchsdurchfÁhrung

Alle nachfolgenden Aufgaben kÁnnen mit dem Programm "kon" durchgefÂhrt werden.

ÂÄÀÅÃ Betrachten Sie zunÄchst den Signalverlauf x(t), die WDF fÇ(x) sowie die VTF

FÇ(r) einer zwischen -1 und +3 gleichverteilten ZufallsgrÁÀe (MenÂpunkt 1).

a) Wie unterscheiden sich die per Simulation gewonnenen Werte fÂr Mittelwert mÉ,

Streuung Ê ,  Kurtosis  K und Unterschreitungswahrscheinlichkeit p(x Ë 2) von den

theoretischen WertenÈÍWÄhlen Sie fÂr diesen Versuch N = 1000, N = 10000 sowie

N = 100000 Zufallszahlen?   

mÉ

Ê

NÁ=Å1Å000 (theoretisch)

p(x Ë 2)

NÁ=Å10Å000 NÁ=Å100Å000

K

Interpretieren Sie diese Ergebnisse.

b) ErklÄren Sie die unterschiedlichen Abweichungen bezÂglich der Wahrscheinlichkeits�

dichtefunktion (WDF) und der Verteilungsfunktion (VTF) fÂr einen gegebenen Wert

von N, z.B. N = 10 000.                     
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D4.2: Ein Signal x(t) besitzt die folgende WDF:

fÄ(x) =
2ÀÅ �Â eÃÇÉÄÃÊËÈÂ .

a) Wie heiÁt diese Verteilung und wie groÁ sind der Gleichanteil und die Wechselleistung
(Varianz) des Signals?

b) Geben Sie die VTF FÄ(r) unter Benutzung des GauÁschen Fehlerintegrals Í(x) an.

 

c) Wie groÁ ist die Wahrscheinlichkeit, daÁ das Zufallssignal x(t) kleiner als 0 ist?
Hinweis: Die Werte fÄr das GauÁsche Fehlerintegral finden Sie im Anhang B.

d) ÀberprÄfen Sie das unter Punkt c) ermittelte Ergebnis mit dem Programm "kon"

(MenÄpunkt 1, "Box & Muller-Verfahren", N= 50000). Beachten Sie insbesondere
die Simulationsgenauigkeit anhand der unten angegebenen GrÅÁen.

theoretisch

Mittelwert Streuung p(x < 0)

(Box & Muller)
simuliert

Kurtosis Rechenzeit
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e) Vergleichen Sie nun die Simulationsgenauigkeit und die erforderliche Rechenzeit der

Additionsmethode (Kenn-Nummer 3) fÁr verschiedene Werte von I mit dem Box&

Muller-Verfahren. Verwenden Sie weiterhin m1 = 1, Â = 0.5 und N = 50000. Wie

groÂ muÂ I mindestens gewÄhlt werden, damit die GauÂfunktion auch in ihren Aus�

lÄufern einigermaÂen genau approximiert wird? Um welchen Faktor ist das Verfahren

nach Box&Muller schneller oder langsamer als die Additionsmethode mit I = 12?

Mittelwert Streuung p(x < 0)

Box&Muller

Kurtosis Rechenzeit

Additionsmeth.
(IÁ=À2)

Additionsmeth.

Additionsmeth.

Additionsmeth.

(IÁ=À6)

(IÁ=À12)

(IÁ=À20)

f) Berechnen Sie die Kurtosis der Additionsmethode mit M = 2 und vergleichen Sie das

Ergebnis mit dem simulierten Wert. Welche WDF liegt hier tatsÄchlich vor?

Hinweis: Da K nur von der Form der WDF abhÄngt und nicht von deren Parametern,

ist deren Wahl fÁr die Berechnung unerheblich. Vorteilhaft ist beispielsweise, von

zwischen -1 und +1 gleichverteilten ZufallsgrÅÂen u1 und u2 auszugehen. Dann gilt

fÁr die Zentralmomente: Ä
2À = 1Å3  bzw. Ä

4À = 1Å5.
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D4.3: Betrachten Sie die in Vorbereitungsfrage V4.3 beschriebene Cauchyverteilung.

a) Berechnen Sie unter Verwendung von (4.70) die Wahrscheinlichkeiten p(x Ä kÀÅ )

fÁr k = 0, k = 1 und k = 2. Hinweis: Es gilt 

Ã 1
Å Ç+ x Ç Â dx =

1
Å � arctan(

x

Å)Â . (4.74)

b) ÄberprÁfen Sie das Ergebnis von a) mit dem Programm "kon". WÀhlen Sie fÁr diesen

Versuch den Parameter Å = 0.4 und die Anzahl der ZufallsgrÅÃen N = 50 000.

berechnet

simuliert

p(x Ä Å) p(x Ä 2Å)p(x Ä 0)

c) ÄberprÁfen Sie mit dem Programm auch das Ergebnis von Vorbereitungsfrage V4.3

hinsichtlich Mittelwert und Streuung der Cauchyverteilung.
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D4.4: Mit dem MenÁpunkt 0: "ZufÂllige Verteilung" entstehen vom Programm "kon"

selbst ausgewÂhlte kontinuierliche Verteilungen mit bestimmten Parametern. Um welche

Verteilung handelt es sich jeweils bei den Aufgaben a) bis h)? MÄgliche Antworten sind

Gleich-, Dreieck-, GauÀ-, Cauchy-, Exponential-, Rayleigh- und Rice-Verteilung. 

BerÁcksichtigen Sie fÁr Ihre Entscheidung sowohl die Zeitsignale als auch WDF, VTF

und Momente. Die Anzahl der berÁcksichtigten Zufallszahlen betrÂgt stets N = 50000.

Tragen Sie Ihre Antworten in nachfolgende Tabelle ein. SchÂtzen Sie auÀerdem jeweils

die charakteristischen Parameter ab, z.B. die untere und obere Grenze oder den linearen

Mittelwert und die Streuung.

Verteilung

mit Parameter
Bemerkungen

(e)

(f)

(g)

(h)

(a)

(b)

(c)

(d)
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4.8 Ábungsaufgaben
Á4.1: Schreiben Sie ein Unterprogramm ÄÀÅÃÇÉÊËÈÍÎ ÇÉÊÎ ÏÌÊÎ Í1Î Í2Î ÑÓÔÍÖÒÄÎ dasÕfÁr
eine kontinuierliche, ansonsten aber beliebig verteilte ZufallsgrÂÄe È die nachfolgenden
GrÂÄen ermittelt: 

- Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion ÊŠ(È) im Feld ÄÇÉÊÄ, 

- Verteilungsfunktion ÚŠ(Û) im Feld ÄÏÌÊÄ, 

- linearer Mittelwert ÍÜ, 

- quadratischer Mittelwert ÍÙ, 

- Streuung Ÿ . 

Das Àbersetzen und Binden Ábernimmt die ProzedurŽÄÍÀÀÅÃŽ[�Ê]Ä. 

Testen Sie anschlieÄend Ihre LÂsung fÁr die zwei unten angegebenen ParametersÅtze.
Machen Sie einen Zeitvergleich zwischen Ihrem Unterprogramm ÄÀÅÃÇÉÊÄŽund dem im
Hauptprogramm ÄÀÅÃÄŽrealisierten Programmteil (jeweils mit � = 10 000). Versuchen
Sie gegebenenfalls, Ihr Programm zu beschleunigen.

a) Zwischen -2 und +3 gleichverteilte ZufallsgrÂÄe (Kenn-Nummer 1):

ÄÀÅÃÄ
UP von

ÄÀÅÃÇÉÊÄ

Mittelwert ÍÜ Streuung Ÿ �(È � 2) Rechenzeit in s

b) GauÄverteilte ZufallsgrÂÄe (Kenn-Nummer 4) mit Mittelwert 0.5 und Streuung 1:

ÄÀÅÃÄ
UP von

ÄÀÅÃÇÉÊÄ

Mittelwert ÍÜ Streuung Ÿ �(È � 2) Rechenzeit  in s
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Hinweise:

1. Gehen Sie davon aus, daÁ die ZufallsgrÂÁe x auÁerhalb des Bereichs von xmin = -4.02

bis xmax =+4.02 nur vernachlÄssigbar kleine Anteile besitzt. Teilen Sie den mÂg�

lichen Wertebereich von x entsprechend der nachfolgenden Skizze in 201 Intervalle

gleicher Breite Âx = 0.04 ein und speichern Sie die Mittelpunkte xM(i)  der einzelnen

Intervalle im Feld "xm" ab, wobei die Laufvariable i = 0, 1, ... , 200 sei. 

ÄÀÅÃÃ ÄÇÅÉÊ ÄÇÅÉË ÄÃÅÃÈ ÄÃÅÃÀ Ã ÃÅÃÀ ÃÅÃÈ ÀÅÃÃÇÅÉÊÇÅÉË

. . . . . .(1) (2)(0) (100) (101)(102) (200)(198)(99)(98)

ÄÀÅÃË ÄÇÅÉÈ ÄÇÅÉÀ ÄÇÅÉÃ ÄÃÅÍÃ ÄÃÅÃÊ ÄÃÅÃË ÃÅÃË ÃÅÃË ÃÅÍÃ ÇÅÉÃ ÇÅÉÀ ÇÅÉÈ ÀÅÃË

Î Î Î Î Î ÎÎ Î Î Î Î

Intervallgrenzen fÀr die ZufallsgrÂÁe   

Intervallmittelpunkte im Feld ÏÌÑÓÔ

x

(199)

2. Die ZufallsgrÂÁe soll N=10 000 mal nacheinander mit "float x( )" aufgerufen werden,

wobei jeweils geprÀft wird, zu welchem Intervall i die aktuelle ZufallsgrÂÁe gehÂrt.

Das entsprechende Element eines (internen) ZÄhlfeldes, z.B. "zf(i)", wird dann um

1 erhÂht. Nach N DurchlÄufen gilt somit fÀr die Wahrscheinlichkeit (oder besser

gesagt fÀr die relative HÄufigkeit), daÁ die ZufallsgrÂÁe x im i-ten Intervall liegt:

p(x
M

(i) - ÖxÒ2 Õ x < x
M

(i) + ÖxÒ2) =
zf(i)

N
Å .

3. Aus diesen Wahrscheinlichkeiten kÂnnen die Verteilungsfunktion sowie die Mittel�

werte m1 und m2 jeweils durch numerische Integrationen bestimmt werden.

4. Dagegen gilt fÀr die WDF-Werte:

wdf(i) =
zf(i)

N � Öx
Å .

5. Das zusÄtzliche Feld "zf(i)"  wurde in dieser Beschreibung nur zur Verdeutlichung des

Sachverhaltes verwendet; es kann selbstverstÄndlich identisch mit "wdf(i)" sein.

6. Benutzen Sie die folgenden Dateiheader:

ŠÚ ÛÜÙŸŽ�Ü��Ÿ�!"#$�Ÿ�$Û%�$#&$#’$(Ù)#*+
�,Ü*%Ž"#-/0$�Ÿ�-/0$Û%�-/01
�,Ü*%Ž2#&$2#’$2(Ù)#*1

344Ú (589Ü5%Ù�;Ž�Ü��Ÿ�!"#$�Ÿ�$Û%�$#&$#’$(Ù)#*+
9;*,Ž"#!<Ú’<<+$�Ÿ�!<Ú’<<+$Û%�!<Ú’<<+
9;*,Ž#&$#’$(Ù)#*
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Á4.2: Schreiben Sie die Funktion "x1(xmin, xmax)" zur Erzeugung einer (zwischen xÂÄÀ
und xÂÅÃ) gleichverteilten ZufallsgrÁÂe unter Verwendung der Funktion "uniform()".

Diese in der gleichen Datei zu erstellende Funktion soll eine (zwischen 0 und 1) gleich�

verteilte ZufallsgrÁÂe mit Hilfe der linearen Kongruenz liefern. Mit a = 16 807 und

m=2ÇÉ-1 = 2 147 483 647 lautet die entsprechende Gleichung: kÊ = (a � kÊËÉ)Ä mod m.  

Auf einem 32Bit-Rechner kann dieser Algorithmus nicht direkt implementiert

werden, da die Multiplikation bis zu 46 Bit beansprucht. Er kann aber so abgewandelt

werden, daÂ zu keinem Zeitpunkt der Berechnung der Integerzahlenbereich eines 32Bit-

Rechners Àberschritten wird. Dazu berechnet man z.B. aus  a und m die Integerwerte

q = int(mÈa) und r = m - a � q und formuliert den Algorithmus (4.33) folgendermaÂen:

kÊ =
iÒ Ò Ò Ò Ò Ò Ò fÀrÄ i Í 0Ä ,

i + mÒ Ò Ò Ò fÀrÄ i < 0Ä ,
ÎÏÏ (4.75)

mit i = a � (kÊËÉÄ mod q) - r � s    und   s = int (kÊËÉÄÈq)Ä .

Testen Sie Ihre Funktion "x1" mit dem Hauptprogramm "kon" fÀr die Parameterwerte

xÂÄÀ = -1, xÂÅÃ = 3 und N = 50000 und ergÅnzen Sie nachfolgende Tabelle.

Kenn-Nr. 1

"x1"

Mittelwert mÉ Streuung Ì p(x Ñ 2) Rechenzeit in s

Datei-Header:

ÓÔ ÖÒÕŠÚÛÜÙŸŽÙ����Ù�!Ù" #$$Ô %Û!ÚÜ&Õ�’(�Ò�ÜÙŸŽÙ����Ù�!Ù"
ÖÒÕŠÚÛÜÙ����Ù�!Ù) %Û!ÚÜÙ����Ù�!Ù
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Á4.3:

a) Schreiben Sie eine komplexwertige Funktion "x2(mx, sigma)", mit der gauÁverteilte

ZufallsgrÂÁen entsprechend der "Box & Muller-Methode" realisiert werden. Der

Datei-Header muÁ dabei lauten:

ÄÀÅÃÇ ÉÄÀÊËÈÍÎÅÏÊÌÑÓËÎÔÖÒÏ ÄÀÅÕŠŠÇ

ÚÛÜÈÊÛÅÊÑÓËÔÅÔÙŸÑÔŽÚÄ�Ñ�� ÊÌÑÓËÎÔÅ�ÈÀÊÛÄÌÀÅÔÙŸÑÔŽÚÄ�Ñ��

ÍÌÈ!ËÎÅÑÔŽÚÄ�Ñ�" ÜÎ�ËÅÑÔŽÚÄ�Ñ�

Bei jedem Aufruf von "x2" werden zwei statistisch unabhÄngige GauÁwerte gemÄÁ

(4.47) bzw. (4.48) erzeugt, die mit Real- und ImaginÄrteil der komplexwertigen Funk�

tion "x2" Àbergeben werden. Die beiden Funktionsparameter sind der Mittelwert und

die Streuung. BerÀcksichtigen Sie auch, daÁ die in den Gleichungen (4.47) bzw. (4.48)

verwendete ZufallsgrÂÁe # wegen der Logarithmusbildung nicht 0 werden darf.

Das Zusammenfassen zweier reeller Variablen "x" und "y" zu einer komplexen

GrÂÁe "c" ist in Fortran77 mit der Anweisung "c = cmplx(x, y)" mÂglich. In C mÀssen

komplexe GrÂÁen dagegen stets als Strukturen des Typs "cmplx" deklariert werden.

Die Zuweisung von Real- bzw. ImaginÄrteil erfolgt dann Àber "c.x" bzw. "c.y".
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b) Testen Sie Ihre Funktion "x2" mit dem Programm "kon" (MenÁpunkt 2, m1 = 1.5,
Â = 0.5). ErgÂnzen Sie die folgende Tabelle und interpretieren Sie die Ergebnisse.

Kenn-Nr. 4

"x2"

Mittelwert m1 Streuung Â p(x Ä 0) Rechenzeit in s

theoretisch

Box&Muller

Box&Muller

c) WÁrde man die Äberschreitungswahrscheinlichkeit p(x> r) in einem zu Bild 4.7(b)
Âquivalenten Diagramm auftragen, so ergÂbe sich auch beim Box&Muller-Verfahren
nicht der genau mit  I À Å gekennzeichnete theoretische Kurvenzug. Vielmehr wÂre
bei einem bestimmten Wert xmax ein steiler Abfall feststellbar. 

Wie groÀ ist der maximal mÅgliche Wert xmax beim Box&Muller-Verfahren fÁr
m1 = 0 und Â = 1, wenn zur Erzeugung der gleichverteilten ZufallsgrÅÀen die Funk�
tion "x1" gemÂÀ Ä4.2 und ein 32 Bit-Rechner verwendet wird?
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5 Zweidimensionale  ZufallsgrÁÂen
Inhalt: Zur Vorbereitung der Korrelationsfunktionen werden nun zweidimensionale
ZufallsgrÁÂen betrachtet. Auch diese lassen sich durch Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion
(WDF), Verteilungsfunktion (VTF) und Momente beschreiben. Weiterhin wird der Korre�
lationskoeffizient zur quantitativen Erfassung der linearen statistischen AbhÄngigkeiten
eingefÀhrt. Als Sonderfall werden zweidimensionale GauÂsche ZufallsgrÁÂen behandelt.

5.1 Grundlegende Definitionen

Zur Beschreibung der Wechselbeziehungen zwischen zwei stochastischen GrÁÂen Á
und Â ist es zweckmÄÂig, die Einzelkomponenten zu einer zweidimensionalen Zufalls-
grÁÂe (Á, Â) zusammenzufassen. Die beiden Einzelkomponenten kÁnnen dabei wiederum
Signale sein, z.B. der Real- und ImaginÄrteil eines phasenmodulierten Signals.

Die meisten der bisherigen Definitionen und KenngrÁÂen kÁnnen problemlos auf den
zweidimensionalen Fall erweitert werden. Beispielsweise gilt in Analogie zu (4.1) fÀr die
WDF der zweidimensionalen ZufallsgrÁÂe an der Stelle (ÁÄ, ÂÄ):

ÀÅÃ(Á = ÁÇ , Â = ÂÇ ) =

limÉÅÊËÉÃÊË
ÈÍ(ÁÇ - ÎÁÏ2 Ì Á Ì ÁÇ +ÎÁÏ2 )Å Ò (ÂÇ - ÎÂÏ2 Ì Â Ì ÂÇ +ÎÂÏ2)Ñ

ÎÁ � ÎÂ .
Ó (5.1)

Hierbei kennzeichnet das Symbol "Ó" die logische UND-VerknÀpfung. Analog zu (4.5)
kann auch die zweidimensionale Verteilungsfunktion definiert werden:

ÔÅÃ (ÖÅ , ÖÃ) = ÈÍ(Á Ì ÖÅ)Å Å Å (ÂÌ ÖÃ)ÑÅ .Ó (5.2)

Im folgenden beschrÄnken wir uns auf kontinuierliche ZufallsgrÁÂen, fÀr deren (stetige)
VTF man in Anlehnung an (4.7) erhÄlt:

ÔÅÃ (ÖÅ , ÖÃ) = Ò
ÕŠ

ÚÛ
Ò
ÕÜ

ÚÛ
ÀÅÃ(Á, Â)Å dÁÅ dÂÅ . (5.3)

Ãber einem kartesischen Koordinatensystem als dritte Dimension aufgetragen, steigt
die VTF ÔÅÃ(ÖÅ, ÖÃ) von links unten nach rechts oben (schwach) monoton an. Im Grenzfall
ÖÅ ÙŸŽund ÖÃ ÙŸŽergibt sich ÔÅÃ(ÖÅ, ÖÃ)=1. Daraus erhÄlt man die Normierungsbedingung
fÀr die WDF einer zweidimensionalen ZufallsgrÁÂe: 

Ò
�Û

ÚÛ
Ò
�Û

ÚÛ
ÀÅÃ(Á, Â)Å dÁÅ dÂ= 1Å . (5.4)

Im Gegensatz zu den eindimensionalen ZufallsgrÁÂen, bei denen die FlÄche unter der
WDF stets den Wert 1 ergibt, ist demnach bei zweidimensionalen ZufallsgrÁÂen das
WDF-Volumen immer gleich Eins. Umgekehrt kann auch die Dichtefunktion aus der
Verteilungsfunktion durch partielle Differentiation nach ÖÅ und ÖÃ berechnet werden.
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pDÂxE F x F xHÄI = ÂyE F y F yHÄJ Å pÂxE F x F xHÄ K pÂyE F y F yHÄ= ÎL ÂÍÎMÄ
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ÄÏ
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mÑÓ = EÔŠxÑ
� y

ÓŠ Ö = Í
ÒÕ

ŠÕ
Í
ÒÕ

ŠÕ
xÑ
� y

Ó
� fÀÄ(x, y)Š ÀxŠ ÀyŠ , (ÃÇÚ0)

ÚÑÓ = EÔ(x -mÀ) Ñ � (y -mÄ) Ó ÖŠ Ç (ÃÇÚÚ)

HÂËÌbËÂÅsÂÉÀÅÀÂËÅbËÂÀËÉÅÄÂÉËaÌËÉÅMÂÎÎËÄwËÌÎËÅmÉÛ=E ÜxÙŸÊÉÀÅmÛÉ=E ÜyÙŸmÂÎÅmÀÅbzwÇÅmÄ
abÑËkÖÌzÎÇÅÍÂËÅVaÌÂaÉzËÉÅŽ ËÀ ÅÊÉÀÅŽ ËÄ ÅsÂÉÀÅÀÊÌchÅÚËÛ ÅbzwÇÅÚÛËÅÑËÑËbËÉÇÅÅÅ
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Besondere Bedeutung besitzt die sogenannte Kovarianz (k= l=1)

m
ÛÛ

= EÂ(x - mÄ) � (y - mÀ)Å = Ã
+Ç

ÜÇ
Ã
+Ç

ÜÇ
(x - mÄ) � (y - mÀ) � fÄÀ(x, y)Â dxÂ dyÂ , (5.12)

die ein MaÁ fÄr die lineare statistische AbhÀngigkeit zweier ZufallsgrÅÁen ist. Im folgen�

den wird mÛÛ auch mÄÀÉgenannt, falls sich die Kovarianz auf die GrÅÁen x und y bezieht.

HÀufig wird als BeschreibungsgrÅÁe anstelle der Kovarianz der Korrelationskoeffizient

rÄÀ =
mÄÀ

sÄ � sÀ (5.13)

verwendet, fÄr den aufgrund obiger Normierung stets -1ÊrÄÀÊ+1 gilt. Sind die beiden

ZufallsgrÅÁen x und y unkorreliert, so ist rÄÀ =0. Dagegen ist bei strenger linearer

AbhÀngigkeit (das heiÁt, x und y sind direkt proportional) rÄÀ =Ë1.

Aus (5.12) kann abgeleitet werden, daÁ die Kovarianz mÄÀ mit dem nichtzentrierten

Moment mÛÛ = mÄÀ =E ÈxÍyÎ wie folgt zusammenhÀngt:

mÄÀ = mÄÀ - mÄ � mÀÂ . (5.14)

Dies ist fÄr die numerische Auswertung von Vorteil, da mÄÀ, mÄ und mÀ im Gegensatz

zur Kovarianz mÄÀÏaus den Folgen ÌxÑÓÔund ÌyÑÓÔdirekt, d.h. in einem Durchlauf, ermittelt

werden kÅnnen.

Die beiden in Bild 5.2 betrachteten ZufallsgrÅÁen x und y sind positiv korreliert,

wobei rÄÀ Ö 0,8 betrÀgt. Das bedeutet, daÁ bei einem grÅÁeren x-Wert im statistischen

Mittel auch y einen grÅÁeren Wert besitzt als bei kleinem x. Dagegen drÄckt ein negativer

Korrelationskoeffizient aus, daÁ y mit steigendem x im Mittel kleiner wird.

Man kann nun in die (x, y)-Ebene eine Gerade durch den Punkt (mÄ, mÀ) einzeichnen,

und zwar derart, daÁ die mittlere quadratische Abweichung von dieser Geraden - in

y-Richtung betrachtet - minimal wird (vgl. Bild 5.2):

ÂÁ ÙÀ =
1

N
ÒÕ
ŠŸÛ ÚÂ yŠ - K(xŠ )Â ÛÙ = MinimumÂ . (5.15)

Man bezeichnet K(x) als Korrelationsgerade, mitunter auch als Regressionsgerade. Die

Gleichung dieser Korrelationsgeraden, die als eine Art "statistische Symmetrieachse"

interpretiert werden kann, lautet:

y = K(x) =
sÀ
sÄ � rÄÀ � (x - mÄ) + mÀÂ . (5.16)

Der Winkel, den die Korrelationsgerade zur x-Achse einnimmt, ist demnach:

qÀÜÄ = arctan(
sÀ
sÄ �rÄÀ)Â . (5.17)

Durch diese Nomenklatur soll verdeutlicht werden, daÁ es sich hier um die Regression

von y auf x handelt. Die Regression von x auf y, d.h. die Minimierung der mittleren

quadratischen Abweichung in x-Richtung, ergibt im allgemeinen eine andere Gerade.
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5.2 Zweidimensionale GauÁsche ZufallsgrÂÁen

FÁr den Sonderfall einer mittelwertfreien GauÂschen ZufallsgrÄÂe (x, y) lautet die

zweidimensionale Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion gemÀÂ (5.1) mit dem durch (5.13)

definierten Korrelationskoeffizienten ŽÄÀ:

fÄÀ(x, y) =
1

2��Ä�À 1 - ŽÅÄÀÃ � exp Ç -
1

2(1 - ŽÅÄÀ)
Å� (

xÅ
�

ÅÄ
+

yÅ
�

ÅÀ
- 2ŽÄÀ �

x � y

�Ä � �À
)ÉÅ . (5.18)

Die beiden Randwahrscheinlichkeitsdichtefunktionen fÄ(x) und fÀ(y) sind ebenfalls gauÂ�

fÄrmig mit den Streuungen � Ä bzw. � ÀÊErsetzt man in (5.18) x durch (x-mÄ) und y durch

(y-mÀ), so ergibt sich der allgemeine Fall einer GauÂschen ZufallsgrÄÂe mit Mittelwert.

Aus der Beziehung fÄÀ(x, y)=const. kÄnnen die HÄhenlinien der WDF berechnet

werden, die Ellipsen ergeben:

xÅ
�

ÅÄ
Å +Å

yÅ
�

ÅÀ
Å -Å 2 � ŽÄÀ �

x � y

�Ä � �À
= const. . (5.19)

Deren Form hÀngt auÂer vom Korrelationskoeffizienten ŽÄÀ auch vom Quotienten � À/� Ä
ab. Gleiches gilt fÁr den Neigungswinkel der Ellipsenhauptachse gegenÁber der x-Achse:

Å Å =
1

2
� arctanË2 � ŽÄÀ �

�Ä � �À
�

ÅÄ - �ÅÀ
ÈÅ .Í (5.20)

Bild 5.3 zeigt die WDF und die VDF einer zweidimensionalen GauÂschen ZufallsgrÄÂe

(x, y) mit relativ starker positiver Korrelation der Einzelkomponenten (ŽÄÀ =0.8). Ist

dagegen ŽÄÀ =0, so sind die Komponenten x und y unkorreliert, und die HÄhenlinien

ergeben Kreise (falls � Ä Î� À) oder Ellipsen in Ausrichtung des Koordinatensystems (falls

� ÄÏ� À). Dieser Fall wird in der VersuchsdurchfÁhrung D5.1 noch eingehend betrachtet.

Gleichung (5.18) zeigt, daÂ fÁr ŽÄÀ =0 die Beziehung fÄÀ(x, y)= fÄ(x)Ê fÀ(y) gilt. Das

bedeutet gleichzeitig, daÂ bei einer GauÂschen Dichtefunktion - aber nur bei dieser -

aus der Nichtkorreliertheit auch die statistische UnabhÀngigkeit folgt.
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Bild 5.3: WDF (a) und VTF (b) einer zweidimensionalen GauÂschen ZufallsgrÄÂe

mit  korrelierten  Einzelkomponenten (� À=ÓÊ� ÄÔÖŽÄÀ =0.8).
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5.3 Linearkombinationen von ZufallsgrÁÂen

Leitet man aus den beiden mittelwertfreien und statistisch voneinander unabhÁngigen

ZufallsgrÂÄen u und ! die neuen ZufallsgrÂÄen

x = A � u + B � ! + C (5.21)

und
y = D � u + E � ! + F (5.22)

ab, so sind diese mittelwertbehaftet (mÂ=C, mÄ=F) und im allgemeinen korreliert.

Unter der Voraussetzung, daÄ die GrÂÄen u und ! die gleiche Streuung " Àbesitzen, ergibt

sich fÀr die Varianzen und die Kovarianz der beiden neu gebildeten ZufallsgrÂÄen:

"
ÅÂ = (A Å+ B Å ) � " ÅÅ , (5.23)

"
ÅÄ = (D Å+ E Å ) � " ÅÅ , (5.24)

#ÂÄ = (A � D + B � E) � " ÅÅ . (5.25)

Diese Eigenschaft kann zur Erzeugung korrelierter ZufallsgrÂÄen ausgenutzt werden.

ÃÇÉÊËÉÇÈÍ Es soll eine zweidimensionale ZufallsgrÂÄe (x, y) entsprechend (5.21) und

(5.22) mit mÂ=mÄ=0 generiert werden. Daraus folgt: C=F=0. Die weiteren statisti�

schen KenngrÂÄen seien mit " Â, " Ä und $ÂÄ vorgegebenÎ Da auÄer diesen drei Parameter�

werten keine weiteren Voraussetzungen getroffen werden, ist einer der vier Koeffizienten

A, B, D, E frei wÁhlbar. Im folgenden wird willkÀrlich E=0 gesetzt. 

Mit der weiteren Festlegung, daÄ die AusgangsgrÂÄen u und ! jeweils die Streuung

 "=1 aufweisen, erhÁlt man aus (5.23) bis (5.25) die Gleichungen D = "Ä, A = "Â � $ÂÄ
und B = "Â � 1 - $ÅÂÄÏ Å .

Beispielsweise kann zur Erzeugung einer zweidimensionalen ZufallsgrÂÄe mit den

KenngrÂÄen " Â=1, " Ä=2 und $ÂÄ=0.8 der Parametersatz A=0.8, B=0.6, D=2, E=0

verwendet werden. Sind die GrÂÄen u und ! gauÄverteilt, so besitzt (x, y) ebenfalls eine

GauÄsche Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion entsprechend (5.18). Die hier angegebenen

Zahlenwerte fÀhren zu einer WDF entsprechend Bild 5.3. Mit anderen Parameterwerten,

z.B. A=0.99; B=0.14; D=E= 2Ì , ergeben sich identische statistische Eigenschaften.

Dagegen werden bei nichtgauÄverteilten ZufallsgrÂÄen u und ! die Form der WDF

fÂÄ(x, y) und der beiden Randwahrscheinlichkeitsdichten fÂ(x) und fÄ(y) durch die Wahl der

Koeffizienten entscheidend geprÁgt. Verschiedene ParametersÁtze fÀhren hier zu unter�

schiedlichen statistischen Eigenschaften, auch wenn die Streuungen " Â und " Ä sowie der

Korrelationskoeffizient $ÂÄ jeweils die gleichen sind. Bei gleichverteilten GrÂÄen u und

! ergeben sich fÀr fÂÄ(x, y) im allgemeinen Parallelogramme, deren GrÂÄe und Lage vom

Parametersatz abhÁngen. Die zwei Randwahrscheinlichkeitsdichten fÂ(x) und fÄ(y) sind

hier als Faltungsprodukt zweier unterschiedlich breiter Gleichverteilungen trapezfÂrmig.

(Allgemein gilt: Ist s die Summe zweier statistisch unabhÁngiger ZufallsgrÂÄen u und ! ,

so gilt fÀr deren WDF fÑ(s)=fÓ(u) *fÔ(!), wobei " *" die Faltungsoperation kennzeichnet.)
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5.4 Vorbereitungsfragen

V5.1: Gegeben sei die WDF einer zweidimensionalen ZufallsgrÁÂe (%, &):

’ÄÀ(%, &) = * � exp Å -
25

18
� (%Ã +

16

9
� &

Ã -
32

15
� %&)ÇÄ .

a) Um welche WDF handelt es sich hierbei?

b) Geben Sie die Zahlenwerte fÀr die Streuungen ÉÄ und ÉÀ sowie den Korrelationsko�

effizienten ÊÄÀ an.

c) Welchen Wert besitzt die Konstante *=’ÄÀ(0, 0)?

d) Berechnen Sie den Winkel ËÈzwischen der Ellipsenhauptachse und der %-Achse und

zeichnen Sie diese in das folgende Diagramm ein. Skizzieren Sie auch einige HÁhen�

linien der zweidimensionalen WDF.

1- +1

+1

1-

&

%



88 G. SÁder: Simulationsmethoden in der Nachrichtentechnik

e) Wie groÁ ist demgegenÂber der Erhebungswinkel q
y/x

 der Korrelationsgeraden?

Zeichnen Sie auch diese in das Diagramm auf der letzten Seite ein.

f) Wie kann die Wahrscheinlichkeit ÂÄ(- 1 À Å À 1)Ò Ä (Ã À - 1.5)ÇÉ allgemein mit der

zweidimensionalen Verteilungsfunktion Êxy(Ëx, Ëy) ausgedrÂckt werden?

g) Berechnen Sie unter der Voraussetzung rxy =0 die Wahrscheinlichkeit

ÂÄ(- 1 À Å À 1)Ò Ä (Ã À - 1.5)ÇÄ .É

Die Werte fÂr das GauÁsche Fehlerintegral finden Sie im Anhang B.
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V5.2: Aus den beiden statistisch unabhÁngigen und jeweils zwischen -1 und +1 gleich�

verteilten ZufallsgrÂÄen u und 3 werden durch Linearkombination die beiden neuen

ZufallsgrÂÄen x und y gebildet:

x = 2u - 23À ,

y =À u + 33 + 1À .

a) Bestimmen und skizzieren Sie die Randwahrscheinlichkeitsdichtefunktionen fÄ(x) und

fÀ(y) mittels graphischer Faltung.

-2 -1 0 1

1/4

2 3 4

fÄ(x)

x

-4 -3 5 -2 -1 0 1

1/4

2 3 4

fÀ(y)

-4 -3 5

y

b) Warum ergibt sich fÅr x = 2u + 23 die gleiche WDF fÄ(x)?

c) Welche maximalen und minimalen Werte kÂnnen x und y annehmen? Zeichnen Sie

damit das Gebiet "fÄÀ(x, y)Å0" in die (x, y)-Ebene auf der nÁchsten Seite ein.

Hinweis: Die vier Extrempunkte sind die Ecken eines Parallelogramms.
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-2 -1 1 2 3 4-4 -3 5
x

-2

-1

1

2

3

4

-3

5

y

d) Ist anhand der Dichtefunktionen eine Aussage mÁglich, ob die beiden ZufallsgrÁÂen x

und y statistisch abhÄngig sind? Kann man hieraus auf die Korreliertheit schlieÂen?

e) Berechnen Sie die Kovarianz m7;=mÂÂÄund den Korrelationskoeffizienten r7;À

f) Geben Sie die Gleichung der Korrelationsgeraden an und zeichnen Sie diese in obiges

Diagramm ein.
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5.5 VersuchsdurchfÁhrung

Alle nachfolgenden Aufgaben sollen mit dem Programm "zwd" durchgefÁhrt werden.

<>?@C Im ersten Versuch werden zweidimensionale GauÂsche ZufallsgrÄÂen (x, y) mit
folgenden Parameterwerten behandelt:

A) ÄÀ = 1.0 ÄÅ = 1.0 ÃÀÅ= 0.0; 

B) ÄÀ = 1.0 ÄÅ = 1.0 ÃÀÅ= 0.95; 

C) ÄÀ = 2.0 ÄÅ = 0.5 ÃÀÅ= 0.75; 

D) ÄÀ = 2.0 ÄÅ = 0.5 ÃÀÅ= -0.75; 

E) ÄÀ = 2.0 ÄÅ = 0.2 ÃÀÅ= 0.7; 

F) ÄÀ = 0.2 ÄÅ = 2.0 ÃÀÅ= -0.7. 

a) ÀberprÁfen Sie WDF und VTF mit dem Programm "zwd" (MenÁpunkt 1). Skizzieren
Sie jeweils qualitativ die WDF in Form von HÄhenlinien und der Ellipsenhauptachse.
Zeichnen Sie auch die jeweilige Korrelationsgerade ein.

x

y

ÇÅÉÀ =

A) =

x

y

x

y

Ê

ÇÅÉÀ =

=B) Ê

ÇÅÉÀ =

=C) Ê

ÇÅÉÀ =

=

ÇÅÉÀ =

=

ÇÅÉÀ =

=

x

y

x

y

x

y

D) Ê E) Ê F) Ê

b) In welchem Bereich kann der Erhebungswinkel ÇÅÉÀ  der Korrelationsgeraden allge�

mein liegen? Welche EinschrÅnkung gilt fÁr ÄÅ = ÄÀ?
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c) Welche geometrischen Auswirkungen auf die HÁhenlinien hat eine VergrÁÂerung des
Korrelationskoeffizienten rxyIL

d) Was bedeutet eine negative Korrelation zwischen den beiden ZufallsgrÁÂen Â und Ä
prinzipiell? Wie wirkt sich dies auf die Korrelationsgerade aus?

ÀÅÃÇÉ Im zweiten Versuch werden nun Linearkombinationen von ZufallsgrÁÂen unter-
sucht. WÄhlen Sie hierbei die Anzahl der Zufallszahlen stets zu Ê = 10000.

a) ÀberprÅfen Sie mit dem Programm ËÈÍÎË Ihre Ergebnisse der Vorbereitungsfrage
V5.2 unter Beachtung der SimulationsgenauigkeitÏ(MenÅpunkt 2: ËÌÑÓÔÖÒÕŠÚÛÑÓÖÜ

ÙÑŠÓÔÓË). Betrachten Sie insbesondere auch die Mustersignale Â(Ù) und Ä(Ù) sowie die
beiden Randwahrscheinlichkeitsdichtefunktionen Ÿx(Â) und Ÿy(Ä).

Eingabeparameter:

             Ž =         � =          �Ï=          � =          �Ï=         !Ï=

ËÈÍÎË

 Úx

Ë"#$%Ë

 Úy r
xy

s
y

s
x
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b) Welche Ánderungen ergeben sich fÂr das Gebiet "fxy(x, y)N0" gegenÂber Punkt a) bei
ansonsten gleichen Parametern, wenn nun die beiden ZufallsgrÄÀen u und Ä normal�
verteilt sind? BegrÂnden Sie Ihre Antwort. Wird dadurch der Korrelationskoeffizient
Àxy verÅndert?

c) Welche Form besitzen in diesem Fall die eindimensionalen Wahrscheinlichkeits�
dichtefunktionen fx(x) und fy(y)? Wie groÀ sind die Mittelwerte und Streuungen der
abgeleiteten ZufallsgrÄÀen x und y, wenn Åu= Å Ã= 1 gilt.

d) Welcher Korrelationskoeffizient Àxy und welches Gebiet "fxy(x, y)N 0" ergeben sich,
wenn u und Ä jeweils gleichverteilt sind (MenÂpunkt 2) und y = -2x  gilt? WÅhlen Sie
fÂr diesen Versuchsteil die Parameter A =0.5, B=1 und C=-1. Wie mÂssen die
restlichen Parameter ausgewÅhlt werden?

                                  D =          E =         F =
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e) Welcher Zusammenhang ist an den Zeitsignalen x(t) und y(t) erkennbar, wenn die

Parameter A bis F wie unter Punkt d) gewÁhlt werden?

f) Wie muÂ man die Parameter A bis F wÁhlen, damit die beiden ZufallsgrÄÂen x und y

statistisch voneinander unabhÁngig sind und fÀr die Kennwerte gilt:

mx = 1.0,   my = 0.5,   O x = 1.0,   O y = 2.0?

Dabei seien u und P jeweils gleichverteilt zwischen -1 und +1.

g) Wie sieht bei statistischer UnabhÁngigkeit das Gebiet "fxy(x, y) Â 0" aus?

h) Welcher Art sind in diesem Fall die eindimensionalen Dichtefunktionen?
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5.6 Ábungsaufgaben
Die beiden nachfolgenden Programmierbeispiele kÁnnen mit der Prozedur "mkzwd"

Âbersetzt und in das Hauptprogramm "zwd" eingebunden werden.

QTXY[ Eine zweidimensionale ZufallsgrÁÄe (x, y) kann im Gegensatz zu eindimensiona�
len ZufallsgrÁÄe nicht durch eine reelle Funktion ("float" bzw. "real") erzeugt werden, da
mit x und y zwei Werte an das aufrufende Programm zu Âbergeben sind. Hier verwendet
man - Àhnlich wie in Å4.3 - eine komplexe Funktion, wobei x mit dem Real- und y mit
dem ImaginÀrteil Âbergeben werden. Das Zusammenfassen zweier Variablen x und y zu
einer komplexen GrÁÄe z ist in Fortran mit der Anweisung "z = cmplx(x, y)" mÁglich. In C
mÂssen dagegen komplexe GrÁÄen als Strukturen des Typs "cmplx" deklariert werden.

a) Schreiben Sie eine Funktion "xy(A, B, C, D, E, F)", die aus den zwischen 0 und 1
gleichverteilten GrÁÄen u und Ä die zweidimensionale ZufallsgrÁÄe (x, y) erzeugt,
wobei fÂr die beiden Komponenten gilt:

x = A � u + B � ÄÀ + CÃ ,

y = D � u + E � ÄÅ + FÃ .

Datei-Header:

ÃÇ ÉÊËÈÍÎÏÌÑÓÈÔÖÒÍÌÕŠÚÓ ÛÜÜÇ ÈÔÖÒÍÌÕÑÙÎËÈŸÊÔËÑÕŽ�����Ã�!�"�Û#
$Ÿ%ÎÈŸÑÈÖÒÍÕÑÕŽ�����Ã�!�"�Û# %Ì&ÍÑ����Ã�!�"�Û

ÙÍÔ&ŸÑ����Ã�!�"�Û’



96 G. SÁder: Simulationsmethoden in der Nachrichtentechnik

b) Testen Sie Ihre Funktion "xy" mit dem Hauptprogramm "zwd" (MenÁpunkt 3) fÁr
N=10000 zweidimensionale ZufallsgrÂÄen und folgende ParametersÀtze:   

(1)     A = 2,   B = 1,   C = -1.5,   D =  0,   E = 2,    F = -1,

(2)     A = 1,   B = 1,   C = -1   ,  D =  1,   E = -1,   F = 0.

Skizzieren Sie fÁr diese beiden ParametersÀtze jeweils das Gebiet  "fxy(x, y)\ 0"  in
die nachfolgenden Diagramme. ÅberprÁfen Sie durch einfache Åberlegungen, ob
diese "Gebiete" richtig oder falsch sind.  Besitzt die zweidimensionale WDF in den
jeweiligen Gebieten "fxy(x, y)\ 0" eine konstante HÂhe? Wie ÀuÄert sich in der
gewÀhlten Darstellung eine nicht konstante HÂhe?

2-2
x

2

-2

y(1)

2-2

2

-2

x

y(2)
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Á5.2: In dieser zweiten Ábung sollen alle zur Darstellung der Korrelationsgeraden
einer zweidimensionalen ZufallsgrÂÄe (x, y) notwendigen Kennwerte berechnet werden.

a) Schreiben Sie ein Unterprogramm "zwdkor", das die linearen Mittelwerte (m1x, m1y),
die quadratischen Mittelwerte (m2x, m2y), das gemeinsame Moment erster Ordnung
(mxy) gemÀÄ (5.12), die Kovarianz (uxy) gemÀÄ (5.14), die Streuungen (sigmax und
sigmay), den Korrelationskoeffizienten rhoxy gemÀÄ](5.13)]sowie den Winkel der Kor�

relationsgeraden (THETA= ÄÀÅÃ ) aus N ZufallsgrÂÄen berechnet.

Die Parameter mÅssen in C als Pointer deklariert werden. Die zweidimensio�
nale ZufallsgrÂÄe (x, y) kann mit dem C-Funktionsaufruf "void zwdfkt(&x, &y)"

erzeugt werden, in Fortran77 mittels des Unterprogramms "zwdfkt(x, y)".

Datei-Header:

ÇÉ ÊËÈÍÎÏÌÍÑËÓÔÖÒÕŠÚÒÕŠÛÒÕÜÚÒÕÜÛÒÕÚÛÒÙÚÛÒŸÈŽÕ�ÚÒŸÈŽÕ�ÛÒÓ�ËÚÛÒ��!�"#

$Ë%ŽÎÖ&

’$Ë�(Î)ÕŠÚÒ)ÕŠÛÒ)ÕÜÚÒ)ÕÜÛÒ)ÕÚÛÒ)ÙÚÛÒ)ŸÈŽÕ�ÚÒ)ŸÈŽÕ�ÛÒ)Ó�ËÚÛÒ)��!�"&

*++É

ŸÙ,ÓËÙ(È%-ÎÏÌÍÑËÓÔ%ÒÕŠÚÒÕŠÛÒÕÜÚÒÕÜÛÒÕÚÛÒÙÚÛÒŸÈŽÕ�ÚÒŸÈŽÕ�ÛÒÓ�ËÚÛÒ��!�"#

È%(-Ž-ÓÎÖ

Ó-�$ÎÕŠÚÒÕŠÛÒÕÜÚÒÕÜÛÒÕÚÛÒÙÚÛÒŸÈŽÕ�ÚÒŸÈŽÕ�ÛÒÓ�ËÚÛÒ��!�"
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b) Verwenden Sie zum Test Ihres Programms N = 10000 und die Parameter aus D5.2.

"zwdkor"

r
^_

s
_

s
^

"zwd"

UP von

m
^_ q

_Â^
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6 Lineare zeitinvariante Systeme
Inhalt:    Eine wichtige Voraussetzung fÁr die Simulation nachrichtentechnischer Systeme
sind Grundkenntnisse der Systemtheorie und der Spektraltransformationen, die in ihrer
einfachster Form allerdings nur bei linearen zeitinvarianten Systemen angewandt werden
kÂnnen. Dieses Kapitel bringt eine zusammenfassende Darstellung dieses Sachverhaltes,
wobei insbesondere die Fouriertransformation zur Beschreibung aperiodischer VorgÄnge
und die Fourierreihe zur Darstellung periodischer Signale behandelt werden. Hinweis:

Sie kÂnnen dieses Kapitel Áberspringen, wenn Sie bereits den Versuch Systemtheorie im
Grundpraktikum Nachrichtentechnik durchgefÁhrt haben.

ÁÂÄ ÀÅÃÇÉÊÅËÈÊÅÍÈÎÏÌÃÅÑÃÇÅÉÍÓÅ

Um den Zusammenhang zwischen Ein- und Ausgangssignal eines Àbertragungs�
systems herzustellen, kann man sich den Methoden der Systemtheorie bedienen. Damit
kÂnnen auch relativ komplexe Aufgabenstellungen aus verschiedenen Bereichen der
Nachrichtentechnik auf eine zwar mathematisch-abstrakte, aber dafÁr sehr handhabbare
und Ábersichtliche Art und Weise beschrieben werden. 

Es gelte das Modell von Bild 6.1 mit dem Eingangssignal x(t) X(f) und dem
Ausgangssignal y(t) Y(f). Das Symbol kennzeichnet die Fouriertransformation,
die den Funktionalzusammenhang zwischen den Signalen x(t) und y(t) und den dazugehÂ�
rigen Spektralfunktionen X(f) bzw. Y(f) herstellt. 

x(t) y(t)

X(f) Y(f)

Àbertragungssystem

(linear, zeitinvariant)

Bild 6.1: Zur Nomenklatur fÁr die Beschreibung von LZI-Systemen.

Das System in Bild 6.1 kann beispielsweise eine einzelne Baugruppe sein, welche die
Form des anliegenden Signals (z.B. Spannungsverlauf) verÄndert. Es kann aber auch ein
komplettes Àbertragungssystem beschreiben. Das Eingangssignal x(t) ist dann z.B. die
Stimme eines Anrufers, das Ausgangssignal y(t) das auf einem Anrufbeantworter auf�
gezeichnete GesprÄch am anderen Ende der Àbertragung, das sich in Praxis von x(t)
immer - und sei es nur geringfÁgig - unterscheidet. Das System beinhaltet dann u.a. das
Mikrofon, eine Sendeeinrichtung zur Umsetzung des Nachrichtensignals in einen fÁr
die Àbertragung geeigneten Frequenzbereich, das Àbertragungsmedium (Kabel, Licht�
wellenleiter, Funk-/Satellitenverbindung), entsprechende Schaltungskomponenten am
EmpfÄnger sowie schlieÅlich die magnetische Umsetzung des Empfangssignals auf Band.

Die Systemtheorie ermÂglicht eine Analyse dieses NachrichtenÁbertragungssystems
im Zeit- und/oder Frequenzbereich, wobei Realisierungsaspekte nicht beachtet werden
und das Gesamtsystem als eine Einheit (d.h. als Black Box) aufgefaÅt wird. 
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Dabei wird nach dem Ursachen-Wirkungs-Prinzip vorgegangen. Vorauszusetzen sind

die beiden Systemeigenschaften LinearitÁt und Zeitinvarianz, d.h. es muÁ gelten:

x1(t) + x2(t) y1(t) + y2(t)Â , falls x1(t) y1(t) und x2(t) y2(t)Â ,(a)

falls x(t) y(t)Â .x(t - Á)(b) y(t - Á)Â ,

Sind diese beiden Eigenschaften gegeben, so spricht man von einem LZI-System.

FÄr das Folgende setzen wir ohne (allzu groÁe) EinschrÀnkung der AllgemeingÄltig�

keit voraus, daÁ x(t) und y(t) SpannungsverlÀufe darstellen.   

ÂÄÀ ÅÃÇÉÊËÉÊÈÍËÎÉÏÌÑÇÈÓÑÅÃÇÉÊËÉÉËÊÔË
Jedes Zeitsignal x(t) wird auch durch die Spektralfunktion X(f) vollstÀndig beschrieben.

Diese ist Äber die Fouriertransformation zu berechnen:

X( f) = Ö
+Ò

-Ò
x(t) � e-j�2ÕŠÚÂ dtÂ .

 

(6.1)

Die Umkehrfunktion hiervon lautet (FourierrÂcktransformation):

x( t) = Ö
+Ò

-Ò
X(f) � ej�2ÕŠÚÂ dfÂ .

 

(6.2)

AbkÄrzend werden diese FunktionalzusammenhÀnge mit X(f)  x(t) bezeichnet.

Die Spektralfunktion (kurz: das Spektrum) eines zeitlich begrenzten Signals (Impuls)

kann mit (6.1) ohne Schwierigkeiten berechnet werden. Beispielsweise besitzt ein um den

Zeitpunkt t=0 symmetrischer Rechteckimpuls x(t) der Dauer T und der HÅhe xÛ das

reelle Amplitudenspektrum                      

X(f) =Â xÛ � Ö
+ÜÙ2

-ÜÙ2
e-j�2ÕŠÚÂ dtÂ =Â xÛ � T � si(Â � f � T)Â ,

 

(6.3)

wobei si(x)=sin(x)/x ist. Liegt der Rechteckimpuls unsymmetrisch zwischen 0 und T (was

einer Verschiebung um T/2 entspricht), so ist X(f) komplexwertig und weist zusÀtzlich zu

(6.3) den Phasenfaktor exp(-jŸ fT ) auf.

Dagegen sind bei einem zeitlich unbegrenzten Signal - z.B. einem Gleichsignal oder

einem periodischen Signal - aufgrund des unendlich groÁen Integralwertes (6.1) Grenz�

ÄbergÀnge erforderlich. Solche periodischen Signale besitzen eine groÁe Bedeutung in

der Nachrichtentechnik, insbesondere in Zusammenhang mit TrÀgerfrequenzsystemen

und der hierfÄr erforderlichen Taktregenerierung. HÀufig anzutreffende Vertreter von

periodischen Signalen sind sinus- und rechteckfÅrmige Signale.

Ein Signal xP(t) bezeichnet man als periodisch, wenn fÄr alle beliebigen Werte von t

und alle ganzzahligen Werte von i gilt: xP(t + i � T0) = xP(t). Der kleinstmÅgliche Wert

von T0, der diese Gleichung erfÄllt, wird Periodendauer genannt. 
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Ist xP(t) eine gerade Funktion (d.h.: xP(-t) = xP(t)), so sind alle Sinus-Koeffizienten

BÄ= 0. Dagegen gilt fÁr ungerade Funktionen (xP(-t) = -xP(t)) stets A0= 0 und AÄ= 0.

Voraussetzung fÁr die Konvergenz der Reihendarstellung (6.5) ist, daÂ das Signal nur

endlich viele Unstetigkeitsstellen je Periode besitzt. An denjenigen Stellen t=tÀ, an denen

xP(t) endliche SprÁnge aufweist, konvergiert die Reihe gegen den aus dem jeweiligen

links- und rechtsseitigen Grenzwert gebildeten arithmetischen Mittelwert.

Die Fourierreihe (6.5) kann durch Anwendung der Eulerschen Formel und des Grenz�

Ábergangs NÂÄ auch in folgende Form gebracht werden:

xP(t)Ä = À+Å
Ä=-Å DÄ � ej�2Ã�Ä�ÅÇTÉÄ DÄ =

1

T0
� Ê

TÉÇ2

-TÉÇ2

xP(t) � e-j�2Ã�Ä�ÅÇTÉÄ dtÄ .mit (6.11)

Ebenso wie bei den Gln. (6.7) bis (6.10) kann das Integrationsintervall (hier von -T0/2

bis +T0/2) beliebig verschoben werden, solange die Intervallbreite T0 erhalten bleibt.

Die Koeffizienten DÄ sind i.a. komplexwertig mit Ausnahme des stets reellen Koeffi�

zienten D0 =A0. Ein Koeffizientenvergleich von (6.5) mit (6.11) ergibt fÁr n>0:   

DÄ =
1

2
� (AÄ - j � BÄ)Ä . (6.12)

FÁr die komplexen Koeffizienten mit negativem Laufindex (n<0) gilt bei reellem Signal:

D-Ä = DË
Ä =

1

2
� (AÄ + j � BÄ)Ä . (6.13)

Mit Hilfe der Distributionentheorie kann man die Fouriertransformation auch auf

periodische und (weniger als exponentiell) anklingende Zeitfunktionen erweitern. Man

erreicht die Konvergenz der beiden Fourierintegrale durch die EinfÁhrung von Konver�

genzfaktoren, die nachtrÀglich durch GrenzÁbergÀnge wieder eliminiert werden. Die

allgemeinen Gleichungen der Fouriertransformation lauten mit È > 0 (vgl. [21]):

X(f) = limÍÎ0
Ê

+Å

-Å
x(t) � e-Í�|Å| � e-j�2Ã�Ã�ÅÄ dtÄ ,

 

(6.14)

x(t) = limÍÎ0
Ê

+Å

-Å
X(f) � e-Í�|Ã|

� e j�2Ã�Å�ÃÄ dfÄ . (6.15)

Durch die Verwendung dieser beiden Gleichungen anstelle von (6.1) und (6.2) kann man

periodische und aperiodische Signale sowie Signale mit Gleichanteil in einheitlicher

Form behandeln. Wendet man beispielsweise (6.14) auf die konstante Zeitfunktion

x(t)=A0 an und fÁhrt man die analytische Integration fÁr positive und negative Zeiten

getrennt durch, so erhÀlt man nach einigen Umformungen fÁr die Spektralfunktion:

X(f) = A0 � limÍÎ0
Ä

2 � È
È2 + 4 �Ï 2 � f 2

= A0 � Ì(f)Ä .

 

(6.16)
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Die so implizit definierte Funktion d(f) wird als Diracfunktion  bezeichnet. Sie ist

unendlich schmal (d.h. es ist d(f)=0 fÁr fÇ
 
0) und bei der Frequenz f=0 unendlich hoch.

Die ImpulsflÂche ergibt einen endlichen Wert:

Á
ÂÄ

ÀÄ
d(f)Ä df = 1Ä . (6.17)

Aus dieser Eigenschaft folgt auch, daÀ d(f) die Einheit 1/Hz=s besitzt.

Weiterhin lassen sich noch folgende Fourierkorrespondenzen angeben: 

x( t) =AÅ � cos(2p � fÃ � t)
 

X( f) =
AÅ
2

� Çd(f - fÃ) + d(f + fÃ)ÉÄ , (6.18)

x( t) =BÅ � sin(2p � fÃ � t)
 

X( f) =
BÅ
2j

� Çd(f - fÃ) - d(f + fÃ)ÉÄ . (6.19)

Das Spektrum eines periodischen und entsprechend der Fourierreihe (6.5) dargestellten

Signals ist mit den Gleichungen (6.16) bis (6.19) vollstÂndig berechenbar. Der Gleich�

anteil liefert eine Diracfunktion bei f=0 mit dem Impulsgewicht AÃ. Desweiteren gibt

es noch Diracfunktionen d(fÊnË fÃ)  bei Vielfachen der Grundfrequenz fÃ=1/TÃ, wobei

d(f-nË fÃ) eine Diracfunktion bei f=nË fÃÈ (im positiven Frequenzbereich) und d(f+nË fÃ)
eine solche bei f=-nË fÃÈ(d.h. im negativen Frequenzbereich) kennzeichnet. Man erhÂlt

X(f) = ÍÄ
ÎÏÀÄ DÎ � d(f - n � fÃ)Ä . (6.20)

Die Fourierintegrale (6.14) und (6.15) bilden die Grundlage vieler Systemuntersu�

chungen. Aus ihnen kann man alle Gesetze der Systemtheorie - wie Verschiebungssatz,

Additionssatz und ReziprozitÂtsgesetz - ableiten, worauf hier jedoch nicht nÂher einge�

gangen wird. Hierzu sei auf die zahlreiche Fachliteratur verwiesen, z.B. [1], [21], [27].

ÌÑÓÔÖÓÑÒÕ Bild 6.3 zeigt beispielhaft das Spektrum des periodischen Zeitsignals

x( t) =3V - 2V � cos(2p � fÃ � t) + 4V � sin(6p � fÃ � t)Ä . (6.21)

Das negative Vorzeichen des ImaginÂrteils bei f=3Ë fÃÈ ist darauf zurÁckzufÁhren, daÀ

in (6.19) die imaginÂre Einheit im Nenner steht (1/j = -j).

Š

Š
Ú

fÛfÃÜ Ù
ŸÚ

ŸÜŸÙ

ŸÙŽ

�ÙŽ

Re{X(f)}

Im{X(f)}

- j � 2V

+j � 2V - 1V- 1V

3V

Bild 6.3: Spektralfunktion des periodischen Beispielsignals gemÂÀ (6.21).
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6.3 Ábertragungsfunktion und Impulsantwort

Das Ábertragungsverhalten eines LZI-Systems wird durch die Ábertragungsfunktion

H(f) =
Y(f)
X(f)

=
Wirkungsfunktion
Ursachenfunktion

(6.22)

vollstÂndig beschrieben. Oft wird H(f) auch Systemfunktion oder Frequenzgang genannt.

Da die Spektren X(f) und Y(f) i. a. komplex sind, ist H(f) ebenfalls komplexwertig. Mit
der DÂmpfungsfunktion a(f) und der Phasenfunktion b(f) gilt: 

H(f) = eÉÂ(Ä) � eÉj�À(Ä)Ä . (6.23)

Entsprechend dem DÂmpfungsverlauf a(f) unterscheidet man zwischen einem TiefpaÀ-,
HochpaÀ- und BandpaÀsystem. In Bild 6.4(a) ist beispielhaft der ideale, rechteckfÅrmige
TiefpaÀ (KÄpfmÄller-TiefpaÀ) dargestellt, gekennzeichnet durch die systemtheoretische
Bandbreite Åf bzw. durch die Grenzfrequenz fÊ = Åf/2. Die Phasenfunktion sei b(f) = 0.

Ist das Eingangssignal x(t) eine Summe von Cosinus- und Sinusschwingungen mit
unterschiedlichen Frequenzen, und ist dementsprechend das Eingangsspektrum X(f) ein
Linienspektrum, so entstehen aufgrund der LinearitÂt des LZI-Systems keine neuen
Frequenzen. Auch das Ausgangsspektrum Y(f)=X(f)ÃH(f) besteht dann ausschlieÀlich
aus diskreten Spektrallinien bei den gleichen Frequenzen wie das Eingangsspektrum, im
vorliegenden Beispiel aber nur aus den Frequenzen |f|< fÊ.

Betrachten wir nun ein H(f) mit frequenzabhÂngiger DÂmpfung a(f) und Phase b(f).
Hier werden die einzelnen Spektrallinien unterschiedlich gedÂmpft und verschiedenartig
verzÅgert. Dies hat zur Folge, daÀ das Ausgangssignal y(t) gegenÃber x(t) verzerrt ist. Im
Gegensatz zu nichtlinearen Verzerrungen, durch die zusÂtzliche, im Eingangssignal nicht
vorhandene Frequenzen entstehen kÅnnen, spricht man hier von linearen Verzerrungen.

Das System ist verzerrungsfrei, wenn die DÂmpfungsfunktion a(f) konstant und der
Phasenverlauf b(f) proportional zu f ist. Verzerrungen, die auf eine frequenzabhÂngige
DÂmpfung zurÃckzufÃhren sind, bezeichnet man als DÂmpfungsverzerrungen. Entspre�
chend entstehen Phasenverzerrungen aufgrund eines nichtlinearen Phasenverlaufs b(f).  

t

ÅfÄ groÀ

h(t)

ÅfÄ klein

H(f) =
1 fÃr  |f| <  fÊ
1/2 fÃr  |f| =  fÊ
0 fÃr  |f| >  fÊ

Ç
É

H(f)

Åf
f

fÊ- fÊ

Ê
(a)

(b)

Bild 6.4: Ábertragungsfunktion (a) und Impulsantwort (b) des idealen Tiefpasses.
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Betrachten wir nun den EinfluÁ eines LZI-Systems auf ein nichtperiodisches, zeitlich

begrenztes Eingangssignal und dessen kontinuierliches Spektrum. Eine MÂglichkeit zur
Berechnung des Ausgangssignals y(t) bei gegebenem Eingangssignal x(t) ist die Anwen�
dung der Gleichungen X(f) x(t), Y(f)=X(f).H(f) und y(t) Y(f). Eine zweite
MÂglichkeit stellt die Faltung dar (siehe Abschnitt 6.4). 

Verwendet man das Eingangssignal x(t)=Ë(t), so ist X(f)=1. Das Ausgangsspektrum
ist somit Y(f)=H(f) und entsprechend das Ausgangssignal y(t)=h(t). Die Zeitfunktion

h( t) = ÁÂÄ
ÀÄ H(f) � eÅÃÇÉÊËÄ dfÄ
 

(6.24)

heiÁt Impulsantwort, weil es die Antwort des Systems auf einen Diracimpuls am Eingang

ist. In Bild 6.4(b) ist die Impulsantwort h(t) = Df � si(È � Df � t) des idealen Tiefpasses fÀr

zwei verschiedene Bandbreiten Df dargestellt. Je breiter die Åbertragungsfunktion ist,
um so hÂher und schmÃler ist nach dem ReziprozitÃtsgesetz die Impulsantwort.

Ebenso wie die Åbertragungsfunktion H(f) beschreibt auch die Impulsantwort h(t) das
LZI-System vollstÃndig. Manche Systemeigenschaften lassen sich im Zeitbereich jedoch
leichter erkennen, so z.B. die KausalitÁt. Man bezeichnet ein System dann als kausal,
wenn fÀr dessen Impulsantwort gilt: h(t<0) =0. Der ideale TiefpaÁ ist demnach akausal;
im Frequenzbereich wÃre die Formulierung der KausalitÃtsbedingung schwieriger.

Alle realisierbaren Systeme (z.B. Schaltungen) sind kausal. Dies ist leicht einsichtig:
Wenn man zum Zeitpunkt t=0 einen kurzzeitigen Impuls Ë(t) am Eingang anlegt, kann
nicht bereits vorher ein Ausgangssignal erscheinen.

Dennoch beschÃftigt man sich in der Systemtheorie hÃufig mit akausalen Systemen,
z.B. bei der Analyse von DÃmpfungsverzerrungen. Mit einer Laufzeit Í hinreichender
GrÂÁe kann nÃmlich jede akausale Funktion kausal gemacht werden (h(t) h(t-Í)),
ohne daÁ dadurch zusÃtzliche Verzerrungen erzeugt werden. Beim idealen TiefpaÁ mit
der Impulsantwort gemÃÁ Bild 6.4(b) ist Í allerdings unendlich groÁ anzusetzen.

Eine weitere wichtige SystembeschreibungsgrÂÁe ist die Sprungantwort Î (t). Diese
erhÃlt man am Systemausgang, wenn am Eingang eine Sprungfunktion 

g(t) = ÈÄ
Ä

0Ò Ò fÀrÒ t < 0Ä

1Ò Ò fÀrÒ t > 0Ä
0.5Ò fÀrÒ t = 0Ä (6.25)

angelegt wird. Anzumerken ist, daÁ die Sprungantwort ohne Einheit ist (da auch g(t)
dimensionlos ist), wÃhrend die Impulsantwort stets die Einheit 1/s aufweist.

Da man die Sprungfunktion g(t) als Integral Àber die Diracfunktion Ë(t) interpretieren
kann, ist auch die Sprungantwort als Integral Àber die Impulsantwort berechenbar:   

Î( t) = ÁËÀÄ h(Í)Ä dÍÄ .
 

(6.26)

Bei kausalen Systemen kann die untere Intgrationsgrenze gleich 0 gesetzt werden.
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6.4 Faltung

Ist die Impulsantwort h(t) bekannt, so kann man den EinfluÁ des LZI-Systems (vgl.

Bild 6.1) auf das Eingangssignal x(t) auch direkt im Zeitbereich angeben: 

y( t) = Ï
ÂÄ

ÀÄ

x(Å) � h(t - Å)Â dÅÂ .

 

(6.27)

Diese Gleichung lÄÁt sich aus der Fouriertransformation (6.1) und Gl. (6.22) ableiten:

Y( f) =X(f) � H(f) = Ï
ÂÄ

ÀÄ

x(Å) � eÀÃÇÉÊËÈÂ dÅÂ �
 

Ï
ÂÄ

ÀÄ

h(t Í)� eÀÃÇÉÊËÎ ÏÂ dt ÍÂ =

= Ï
ÂÄ

ÀÄ

Ï
ÂÄ

ÀÄ

x(Å) � h(t Í)� eÀÃÇÉÊËÌÈÂÎÏÑÂ dÅÂ dt ÍÂ .

(6.28)

Mit der Substitution t = Å + t’ folgt nÄmlich:

Y( f) = Ï
ÂÄ

ÀÄ

Ï
ÂÄ

ÀÄ

x(Å) � h(t - Å)Â dÅÂ �
 

eÀÃÇÉÊËÎÂ dtÂ .

y(t)

(6.29)

Diese Gleichung beschreibt wiederum die Fouriertransformation, wenn man das innere

Integral gleich y(t) setzt. Somit ist Gl. (6.27) bewiesen. 

Bei vielen Aufgabenstellungen (jedoch beileibe nicht bei allen) kommt man durch

Anwendung der Faltung schneller zum Ergebnis als mit dem herkÀmmlichen Vorgehen

X(f) x(t), Y(f)=X(f)ÓH(f) und y(t) Y(f). Dies gilt vor allem dann, wenn x(t) bzw.

h(t) zeitbegrenzt ist oder wenn eine der beiden Zeitfunktionen die Summe von (gewich�

teten und verschobenen) Diracfunktionen darstellt. Es gilt nÄmlich: Ô(t-tÖ) *h(t)=h(t-tÖ).

Die Faltungsoperation, im folgenden mit y(t)=x(t) *h(t) abgekÅrzt, ist kommutativ, so

daÁ alternativ zu (6.27) auch geschrieben werden kann:

y( t) = Ï
ÂÄ

ÀÄ

h(Å) � x(t - Å)Â dÅÂ .

 

(6.30)

ÒÕŠÚÛŠÕÜÙ Die GÅltigkeit von (6.26) kann mit Hilfe der Faltung leicht nachgewiesen

werden. Ausgehend von x(Å)=Ÿ(Å) gemÄÁ (6.25), wobei formal t durch Å ersetzt wurde,

ist fÅr Å>0 die gespiegelte Funktion x(-Å) in (6.30) identisch 0, ansonsten 1. Durch die

Zeitverschiebung um t erfolgt der Sprung (von 1 auf 0) erst bei t, so daÁ das Produkt

h(Å)Óx(t-Å) fÅr Å> t ebenfalls gleich 0 ist. Daraus folgt die obere Integrationsgrenze. Bei

KausalitÄt ist h(Å)=0 fÅr Å<0, so daÁ man schlieÁlich folgendes Ergebnis erhÄlt:  

Ž( t) =Ï
Î

Ö

h(Å)Â dÅÂ .
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6.5 Vorbereitungsfragen

V6.1: Bestimmen Sie die Periodendauer ÌÁ und die Grundfrequenz  ÑÁ der nachfolgend

skizzierten bzw. formelmÁÂig festgelegten Signale.

Ó

Ô(Ó)

ÂÂÂÂÂÂ

Ä À Å ÃÇÉÊ
(a)

ÌÁÄ =Ä .Ä .Ä .Ä .Ä .Ä .Ä .Ä ÑÁÄ =Ä .Ä .Ä .Ä .Ä .Ä .Ä .Ä

Ó

Ô(Ó)

ÂÂÂÂÂÂ

Ä À Å ÃÇÉÊ
(b)

(c) Ô(Ó) = sin(Ë �
Ó

4Ès
)

Ô(Ó) = sinÍ(Ë �
Ó

4Ès
) =Ä .Ä .Ä .Ä .Ä .Ä .Ä .(d)

Ô(Ó) = cos(2Ë �
Ó

8Ès
)(e) + A � cos(2Ë �

Ó

2Ès
- Î)

+ cos(2Ë �
Ó

6Ès
)(f)

+ cos(
Ó

8Ès
)(g)

Ô(Ó) = cos(2Ë �
Ó

8Ès
)

Ô(Ó) = cos(2Ë �
Ó

8Ès
)

ÌÁÄ =Ä .Ä .Ä .Ä .Ä .Ä .Ä .Ä ÑÁÄ =Ä .Ä .Ä .Ä .Ä .Ä .Ä .Ä

ÌÁÄ =Ä .Ä .Ä .Ä .Ä .Ä .Ä .Ä ÑÁÄ =Ä .Ä .Ä .Ä .Ä .Ä .Ä .Ä

ÌÁÄ =Ä .Ä .Ä .Ä .Ä .Ä .Ä .Ä ÑÁÄ =Ä .Ä .Ä .Ä .Ä .Ä .Ä .Ä

ÌÁÄ =Ä .Ä .Ä .Ä .Ä .Ä .Ä .Ä ÑÁÄ =Ä .Ä .Ä .Ä .Ä .Ä .Ä .Ä

ÌÁÄ =Ä .Ä .Ä .Ä .Ä .Ä .Ä .Ä ÑÁÄ =Ä .Ä .Ä .Ä .Ä .Ä .Ä .Ä

ÌÁÄ =Ä .Ä .Ä .Ä .Ä .Ä .Ä .Ä ÑÁÄ =Ä .Ä .Ä .Ä .Ä .Ä .Ä .Ä
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V6.2: Gesucht sind die Fourierkoeffizienten des nachfolgend skizzierten Signals xÖ(t).

Dieses kÁnnte z.B. durch Doppelweggleichrichtung eines Cosinussignals entstanden sein.

Sie kÁnnen Ihre Ergebnisse anhand der bei D6.1 angegebenen Tabelle vergleichen.

Â

ÂÄÀÅ ÃÀÄ ÃÀÅÇÄÀÅÇÃÀÄÇÃÀÅÇÉÀÄ

1

x
Ö
(t)

tÊT

a) Wie groÂ ist die Periodendauer TÒ?

b) Berechnen Sie den Gleichanteil AÒ . 

c) BegrÄnden Sie, warum alle Sinus-Koeffizienten BË identisch 0 sind . 

d) Berechnen Sie die Koeffizienten AË. Gegeben ist hierzu das bestimmte Integral

È
ÍÎÕ

ŠÍÎÕ
cos(x) � cos(2n � x) dxÀ = (- 1)Ë+Ö �

2

4 � nÕ - 1
À . (6.31)

e) Geben Sie die Fourierreihendarstellung von xÖ(t) vollstÅndig an.
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V6.3: Gegeben sei nachfolgende Ábertragungsfunktion mit der 3dB-Grenzfrequenz  fÚ:

=
1 - j � fÁfÚ

1 + (fÁfÚ)Û
Â .H(f) =

1
1 + j � fÁfÚ

(6.32)

a) Berechnen Sie den DÄmpfungsverlauf a(f) und den Phasenverlauf b(f). Interpretieren
Sie diese Funktionen. Berechnen Sie insbesondere den Wert H(f= fÚ).

b) Wie lautet das Ausgangssignal y(t), wenn ein cosinusfÀrmiges Eingangssignal x(t) mit
der Amplitude 3V und der Periodendauer T=1/fÚ anliegt?

c) Welche Eigenschaft hat ein System mit der Ábertragungsfunktion

=
(fÁfÚ)Û + j � fÁfÚ

1 + (fÁfÚ)Û
Â ?H(f) =

j � fÁfÚ
1 + j � fÁfÚ

(6.33)

d) Wie lautet nun das Ausgangssignal y(t) bei sonst gleichen Parameterwerten wie in b)?

e) Geben Sie die Impulsantwort h(t) an. Benutzen Sie hierzu die Tabelle im Anhang C.

f) Berechnen Sie die Sprungantwort Â (t) dieses Systems.
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6.6 VersuchsdurchfÁhrung

Benutzen Sie zur LÁsung der nachfolgenden Aufgaben das Programm "lzi".

Ü6.ÙŸ NÂhern Sie ein dreieckfÁrmiges Signal (siehe nachfolgende Skizze) durch eine

endliche Fourierreihe an (MenÄpunkt 1) und beantworten Sie dazu folgende Fragen:

Â

ÂÄÀÅ ÃÀÄ ÃÀÅÇÄÀÅÇÃÀÄÇÃÀÅÇÉÀÄ

1x(t)

tÊTË

a) Warum besitzt dieses Signal ein reelles Spektrum (BÈ =0)?

b) Wie groÀ ist der Fourierkoeffizient AË?

c) WÂhlen Sie zunÂchst N=3. Ermitteln Sie aus der angegebenen Spektralfunktion die

Fourierkoeffizienten AÍ, AÎÏund AÌ . Zeigen Sie an diesen 3 Beispielen, daÀ fÄr die

Cosinus-Koeffizienten der periodischen Dreieckfunktion gilt:

AÈ =
8

n
Î
� ÑÎ fÄr ungerades n , ansonsten 0. (6.34)

mit Programm

nach 

AË AÍ AÎ AÌ

(6.34)

d) Interpretieren Sie die Abweichungen der endlichen Fourierreihe vom tatsÂchlichen

Signalverlauf fÄr N=1,  N=3,  N=10 und  N=100.
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x(t)

......

Ž � 3 4

xÁÂÄ

xÁÀÅ

Ãt

tÇTÉ

Betrachten Sie nun das periodische Rechtecksignal, dessen Fourierkoeffizienten sich wie
folgt ergeben:

AÉ = xÁÀÅ + (xÁÂÄ - xÁÀÅ) �
Ãt

TÉ
Â ,

AÊ = 2 � (xÁÂÄ - xÁÀÅ) �
sin(n � Ë � ÃtÇTÉ)

n � Ë
Â ,

BÊ = 0Â .

(6.35)

Die Parameterwerte seien xÁÂÄ = 1,  xÁÀÅ= -1 und Ã t/TÉ = 0.5.

e) Ermitteln Sie mit dem Programm "lzi" die Fourierkoeffizienten (MenÁpunkt 1).
ÄberprÁfen Sie diese anhand von Gl. (6.35).

mit Programm

nach 

AÉ AÈ AÍAÎ AÏAÌ

(6.35)

f) Interpretieren Sie die Abweichungen der endlichen Fourierreihe vom tatsÀchlichen
Rechteckverlauf fÁr N=1, N=10 und N=100. Warum treten hier auch bei sehr
groÅem N Abweichungen zwischen der Fourierreihe und dem tatsÀchlichen Rechteck�
verlauf auf? Wie nennt man diesen Effekt?
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D6.2: WÁhlen Sie den MenÂpunkt 3 ("Lineare Verzerrungen") und am Eingang zunÁchst

ein unipolares Rechtecksignal (x��!=1,  x�"#=0 und Â t/T$ = 0.5).

a) Betrachten und beschreiben Sie qualitativ die verschiedenen Ausgangssignale und

deren Spektren nach einem der folgenden Systeme (jeweils mit f%=2, vgl. Anhang C):

GauÄ-TiefpaÄ (hier ist f% gleich der systemtheoretischen Grenzfrequenz f&=Âf/2)

TiefpaÄ erster Ordnung (hier gibt f% die 3dB-Grenzfrequenz an)

HochpaÄ erster Ordnung (f% kennzeichnet hier ebenfalls die 3dB-Grenzfrequenz)

b) Beobachten Sie auch den EinfluÄ der drei in a) gegebenen LZI-Systeme (mit f%=2)

bei dreieckfÀrmigem Signal entsprechend D6.1a). Interpretieren Sie die DÁmpfungs-

und Phasenverzerrungen im Vergleich zum rechteckfÀrmigen Eingangssignal.

  

WÁhlen Sie nun als Eingangssignal einen Diracpuls

p(t) = T
$ � Ä

À

Å’*À
Ã(t - n � T

$
)Å . (6.36)

Darunter versteht man eine unendliche Summe von Diracimpulsen im Abstand T$. Aus

DimensionsgrÂnden seien alle Impulsgewichte ebenfalls gleich T$. Da Ã(t) die Einheit 1/s

besitzt, ist somit p(t) ohne Einheit.
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c) Wie lautet die dazugehÁrige Spektralfunktion P(f).

 

d) Was zeigt das Ausgangsspektrum Y(f) und das Ausgangssignal y(t) allgemein an, wenn

am Eingang der Diracpuls p(t) angelegt wird? 

 

e) Verdeutlichen Sie sich diesen Sachverhalt am Beispiel des GauÂ-Tiefpasses und des

Tiefpasses erster Ordnung (mit f1=2). Wie lauten die jeweiligen Impulsantworten?

f) Zeigen Sie anhand der Ausgangssignale des GauÂ-Tiefpasses und des Tiefpasses

erster Ordnung (vgl. Punkt e), daÂ der Diracpuls gemÄÂ (6.36) durch ein unipolares

Rechtecksignal (xmin=0) approximiert werden kann, wenn das TastverhÄltnis , t/T0

sehr klein und xmax=1/(, t/T0) entsprechend groÂ gewÄhlt wird. Stellen Sie hierzu die

Parameter , t/T0= 0.01 und xmax=100 ein. Damit ist die ImpulsflÄche des Rechtecks

wie diejenige eines Diracimpulses gleich 1.
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D6.3: Gesucht sind die reellen Fourierkoeffizienten des unten skizzierten Signals x5(t),

das z.B. nach idealer Einweggleichrichtung des Sinussignals x/(t) entsteht. Ausgegangen

wird von den in der Vorbereitungsfrage V6.2 berechneten Fourierkoeffizienten eines

Cosinussignals nach Zweiweggleichrichtung. Dieses ist als Signal x7(t) skizziert. FÁr die

Fourierkoeffizienten gilt hier (siehe auch Tabelle zu Punkt a) auf der nÂchsten Seite): 

A
8
Ä =

2

Â
Ä , AÄÄ = (- 1)Ä97

�
4

Â � (4 � n
; - 1)

Ä , BÄÄ = 0Ä . (6.37)

 Die Amplituden aller hier betrachteten Signale seien normiert gleich 1.

À

ÀÅÃÇ ÉÃÅ ÉÃÇÊÅÃÇÊÉÃÅÊÉÃÇÊËÃÅ

1
x
7
(t)

tÈT

À

À

1

ÅÃÇ ÉÃÅ ÉÃÇÊÅÃÇÊÉÃÅÊÉÃÇÊËÃÅ tÈT

T
8

Í T

x
;
(t)

À

À

1

ÅÃÇ ÉÃÅ ÉÃÇÊÅÃÇÊÉÃÅÊÉÃÇÊËÃÅ
tÈT

T
8

Í T

x
<
(t)

À

ÀÅÃÇ ÉÃÅ ÉÃÇÊÅÃÇÊÉÃÅÊÉÃÇÊËÃÅ

1

tÈT

x
/
(t)

À

ÀÅÃÇ ÉÃÅ ÉÃÇÊÅÃÇÊÉÃÅÊÉÃÇÊËÃÅ

1

tÈT

x
5
(t)
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a) Betrachten Sie das Signal x1(t), wenn es entsprechend der Fourierreihe berechnet und

diese nach N=10 Koeffizienten abgebrochen wird. Diese lauten gemÁÂ (6.37):

A
0

A
1

A
2

A
3

A
4

A
5

A
6

A
7

A
8

A
9

A
10

0.636 0.424 -0.085 0.036 -0.020 0.013 -0.009 -0.0050.007 0.004 -0.003

An welchen Stellen ist der Abbruchfehler am deutlichsten zu erkennen? Betrachten

Sie auch das aus der Fourierreihe entstehende Signal fÄr N = 1, 2 bzw. 5.

b) Bestimmen Sie die Fourierkoeffizienten des gegenÄber x1(t) um den Faktor 2 hÀher�

frequenteren Signals x2(t) unter BerÄcksichtigung der neuen Periodendauer T0=T/2.

WÁhlen Sie hier und fÄr die nachfolgenden Unterpunkte stets N=10.

c) Um mit dem Programm "lzi" den Zusammenhang zwischen x2(t) und den mit T  perio�

dischen Signalen x1(t), x4(t) und x5(t) aufzeigen zu kÀnnen, muÂ auch bei x2(t) formal

die Variable T0 = T gesetzt werden. Wie lauten nun die Fourierkoeffizienten? 

A
0

A
1

A
2

A
3

A
4

A
5

A
6

A
7

A
8

A
9

A
10
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d) Bestimmen Sie die Koeffizienten des gegenÁber x2(t) verschobenen Signals x3(t) und

ÁberprÁfen Sie Ihr Ergebnis mit dem Programm "lzi".>

A
0

A
1

A
2

A
3

A
4

A
5

A
6

A
7

A
8

A
9

A
10

e) Wie groÂ sind die Koeffizienten des Sinussignals x4(t)?>

>

f) Bestimmen Sie nun die gesuchten Fourierkoeffizienten des Signals x5(t). Welcher

Zusammenhang besteht zwischen x3(t), x4(t) und x5(t)?>

>

A
0

A
1

A
2

A
3

A
4

A
5

A
6

A
7

A
8

A
9

A
10

B
1

B
2

B
3

B
4

B
5

B
6

B
7

B
8

B
9

B
10
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D6.4: Die Faltungsoperation (6.27) lÁÂt sich graphisch in folgenden Schritten lÄsen:

- Zeitvariable von Eingangssignal und Impulsantwort umbenennen: t ? Á ,

- Impulsantwort spiegeln: h(Á) ? h(-Á),

- Gespiegelte Impulsantwort um t verschieben: h(Á) ? h(t-Á),

- Multiplikation der Zeitfunktionen: x(Á)Âh(t-Á),

- Integration Àber das Produkt unter BerÀcksichtigung der Integrationsgrenzen ergibt

den Wert des Ausgangssignals y(t) zum Zeitpunkt t.

Veranschaulichen Sie sich diese Vorgehensweise mit dem Programm "ft" an einigen

Beispielen, und zwar fÀr einen

a) rechteckfÄrmigen Eingangsimpuls der (normierten) Dauer 1 und eine exponentiell

abfallende Impulsantwort (d.h. TiefpaÂ 1. Ordnung, 3dB-Grenzfrequenz fÄ=0.2),

 

b) rechteckfÄrmigen Eingangsimpuls und eine rechteckfÄrmige Impulsantwort (d.h.

SpalttiefpaÂ, Grenzfrequenz fÄ=1.0 bzw. fÄ=0.5),

 

c) gauÂfÄrmigen Eingangsimpuls (mit Áquivalenter Impulsdauer 1) und eine rechteck�

fÄrmige Impulsantwort (d.h. SpalttiefpaÂ, Grenzfrequenz fÄ=1.0),

 

d) fÀr einen gauÂfÄrmigen Eingangsimpuls (mit Áquivalenter Impulsdauer 1) und eine

gauÂfÄrmige Impulsantwort (Grenzfrequenz fÄ=1.0).

 

Notieren Sie sich in Stichworten die Besonderheiten der jeweiligen Kombinationen.
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6.7 Ábungsaufgabe

Á6.1: Schreiben Sie die C- bzw. Fortran77-Funktion @CzEIEJKLM OQM RQM UM RVM WVZ@, die

den Funktionswert eines periodischen Signals (Periodendauer OÂ, Gleichanteil RÂ) zum

Zeitpunkt L[berechnet. Die Anzahl der zu berÁcksichtigenden Cosinunuskoeffizienten RÄ

(mit dem Feld @RV@ Ábergeben) und Sinuskoeffizienten WÄ (Feld @WV@) seien jeweils U. Die

erforderlichen Dateiheader lauten:

ÀÅ ÃÇÇÅ

ÉÊËÈÍÎÏÍÌÑÓÑÔÖÒÕŠÚÕÛÚÕÜÕÛÙÕŸÙŽ �Î�ÍÏ�ËÙ�ÒÑÊÙÏÍÌÑÓÑÔÖÒÕŠÚÕÛÚÕÜÕÛÙÕŸÙŽ

ÍÊÙÔÏÜ! ÑÙÒÎÔÎ�ÏÜÏ

�ÍÊ�ÒÏÒÕŠÚÕÛÚÕÛÙ"#$ÕŸÙ"#$! �Î�ÍÏÒÕŠÚÕÛÚÕÛÙÖ%ÚŽÕŸÙÖ%ÚŽ

Zum Âbersetzen und Binden kÄnnen Sie die Prozedur @\]CzE[[^_ ]@[benutzen‘Testen Sie
Ihre Funktion @CzEIEJ@[mit dem Programm @CzE@[(MenÁpunkt 4) fÁr folgende Parameter:

a) OÂ = 1; RÂ = 2; U = 10; R& = 1; W’Â = 0.5

b) OÂ = 2 (ansonsten wie a)

c) U = 9 (ansonsten wie b).
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7 Diskrete Fouriertransformation
Inhalt: Ausgehend von Fourierreihe und Fourierintegral (siehe Abschnitt 6.1) wird nun

die Diskrete Fouriertransformation (DFT) mathematisch hergeleitet und anschaulich

verdeutlicht. Im Mittelpunkt stehen dabei Probleme der numerischen Auswertung und

die vielfÁltigen FehlermÂglichkeiten bei Anwendung der DFT.  AnschlieÄend wird der als

Fast-Fouriertransformation (FFT) bekannte schnellere Algorithmus beschrieben.

7.1 Áberlagerungssatz der DFT
Die Fouriertransformation entsprechend Kapitel 6 weist aufgrund der unbegrenzten

Ausdehnung des Integrationsintervalls eine unendlich hohe SelektivitÁt auf und ist des�

halb ein ideales theoretisches Hilfsmittel der Spektralanalyse. Sollen die Spektralanteile

Á(Â) einer Zeitfunktion Ä(À) allerdings numerisch ermittelt werden, so sind die in Kapitel

6 angegebenen Transformationsgleichungen aus zwei GrÀnden ungeeignet:

- Obige Gleichungen gelten fÀr zeitkontinuierliche Signale. Mit Digitalrechnern oder

Signalprozessoren kÂnnen jedoch nur zeitdiskrete Signale verarbeitet werden. 

- FÀr eine numerische Auswertung der Fourierintegrale (6.1) bzw. (6.2) ist es notwendig,

das jeweilige Integrationsintervall auf endliche Werte zu beschrÁnken.  

Ein kontinuierliches Signal muÄ deshalb vor der numerischen Bestimmung seiner Spek�

traleigenschaften zwei Prozesse durchlaufen, den der ÅÃÀÇÉÀÊËÈ zur Diskretisierung und

den der ÍÎËÉÀÎÏÊËÈÌ zur Begrenzung des Integrationsintervalls. Ausgehend von einer

aperiodischen kontinuierlichen Zeitfunktion Ä(À) entsprechend Bild 7.1(a) und dem dazu�

gehÂrigen Spektrum Á(Â) Ä(À) wird im folgenden eine speziell fÀr die Rechnerverar�

beitung geeignete zeit- und frequenzdiskrete Beschreibung entwickelt (siehe z.B. auch

[16]). Zu den einzelnen Schritten der Herleitung korrespondieren die Bilder 7.1(b) bis

7.1(e), wobei jeweils links der Zeit- und rechts der Frequenzbereich dargestellt ist.

Die Abtastung des Zeitsignals  Ä(À) kann durch die Multiplikation mit einem Diracpuls

beschrieben werden. Es ergibt sich das im Abstand ÑÓ abgetastete Zeitsignal

AÔÄ(À)Ö = Ä(À) � Ò
ÕŠ

ÚÛÜŠ
ÑÓ �Ù( À -Ÿ � ÑÓ ) = Ò

ÕŠ

ÚÛÜŠ
Ä(Ÿ � ÑÓ ) � ÑÓ �Ù( À -Ÿ � ÑÓ )Å .Å (7.1)

Unter einem Ž�ÏÇ��Ê�ÉÌverstehtÌman hierbei eine unendliche Folge von Áquidistanten

Diracimpulsen mit gleichen Impulsgewichten. Der Diracimpuls Ù(À) im Zeitbereich ist

analog zu (6.16) definiert und hat die Einheit 1/s. Die Impulsgewichte seien jeweils

gleich ÑÓ, so daÄ das abgetastete Signal A{Ä(À)} die gleiche Einheit wie Ä(À) besitzt.

Entwickelt man den Diracpuls in eine Fourierreihe und transformiert man diese mit

dem Verschiebungssatz in den Frequenzbereich, so ergibt sich folgende Korrespondenz:

Ò
ÕŠ

ÚÛÜŠ
ÑÓ �Ù( À -Ÿ � ÑÓ )Ò Ò Ò Ò Ò Ò

ÕŠ

 ÛÜŠ
Ù( Â -! � Â")Å . (7.2)

Hierbei gibt Â" = 1/ÑÓ den Abstand der Diracfunktionen im Frequenzbereich an.
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t f(a)

(b) t f

T
A

f
P

ÂÂ.

t f

f
A

.

(c)

t f

.f
A

(d)

(e)

0 . . .

ffTA T
P A P

fAT
P

0 . . .

x(t)

x(t)

x(t)

X(f)

X(f)

X(f)

X(f)

N-1 N-1

Ä À

D(À)d(Ä)

N

AÅx(t)Ã PÅX(f)Ã

AÅX(f)ÃPÅx(t)Ã

fÇ� PÅX(f)Ã

fÇ� PÅX(f)Ã

TÇ� PÅx(t)Ã

PÅx(t)Ã

AÅPÉx(t)ÊÃ PÅAÉX(f)ÊÃ

T
A
Ä x(t)

Bild 7.1: Ábergang von der kontinuierlichen Fouriertransformation x(t) X(f)
zur diskreten Fouriertransformation Ëd(Ä) È N ËD(À) È (siehe [16]):

(a) kontinuierliche aperiodische Zeitfunktion bzw. Spektrum,
(b) Abtastung im Zeitbereich, Periodifizierung im Frequenzbereich,
(c) Periodifizierung im Zeitbereich, Abtastung im Frequenzbereich,

(d) finite Signale AÅPÉx(t)ÊÃÒ Ò Ò Ò Ò Ò PÅAÉX(f)ÊÃ,
(e) Abtastwerte der Diskreten Fouriertransformation (N= 6).
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Das abgetastete Signal A{x(t)} kann mit (7.2) in den Frequenzbereich transformiert
werden. Der Multiplikation des Diracpulses mit x(t) entspricht im Frequenzbereich die
Faltung mit X(f). Es ergibt sich somit das periodifizierte Spektrum P{X(f)}:

A{x(t)}Â Ò Ò Ò Ò Â P{X(f)} = X(f) * Á
ÂÄ

ÀÅÃÄ
Ç( f -É � fÊ) = Á

ÂÄ

ÀÅÃÄ
X( f -É � fÊ)Â . (7.3)

Die Frequenzperiode der Funktion P{X(f)} betrÁgt somit ebenfalls fÊ.

Der durch (7.3) beschriebene Funktionalzusammenhang ist in Bild 7.1(b) veranschau�
licht. Hierbei ist die Frequenzperiode fÊ aus DarstellungsgrÄnden bewuÀt klein gewÁhlt,
so daÀ die Åberlappung der zu summierenden Spektren deutlich zu erkennen ist. In der
Praxis sollte fÊ aufgrund des Abtasttheorems mindestens doppelt so groÀ wie die grÃÀte
im kontinuierlichen Signal x(t) enthaltene Frequenz sein (vgl. Kapitel 12). Ansonsten
muÀ mit sogenannten Aliasingfehlern gerechnet werden (siehe Abschnitt 7.2).

Auch die Abtastung von X(f) lÁÀt sich durch eine Multiplikation mit einem Diracpuls
beschreiben. Es ergibt sich das im Abstand fË abgetastete Spektrum

A{X(f)} = X(f) � Á
ÂÄ

ÀÅÃÄ
fË � Ç( f -É � fË) = Á

ÂÄ

ÀÅÃÄ
fË � X(É � fË) � Ç( f -É � fË)Â . (7.4)

Analog zu (7.2) kann der in (7.4) verwendete f-Diracpuls (mit Impulsgewichten fË) in
den Zeitbereich transformiert werden: 

Á
ÂÄ

ÀÅÃÄ
fË � Ç( f -É � fË)Ò Ò Ò Ò Ò Á

ÂÄ

ÈÅÃÄ
Ç( t -Í � TÊ )Â , (7.5)

wobei TÊ= 1/fË der Kehrwert des Frequenzabtastabstandes ist. Gleichzeitig gibt TÊ die
Periodendauer des periodifizierten Zeitsignals P{x(t)} an (vgl. Bild 6.2).

Mit der Korrespondenz (7.5) kann nun (7.4) in den Zeitbereich transformiert werden.
Die Multiplikation mit X(f) im Frequenzbereich entspricht im Zeitbereich wieder der
Faltung mit x(t). Man erhÁlt also das im Abstand TÊ periodifizierte Signal P{x(t)}:  

A{X(f)}Ò Ò Ò Ò Ò P{x(t)} = x(t) * Á
ÂÄ

ÈÅÃÄ
Ç( t -Í � TÊ ) = Á

ÂÄ

ÈÅÃÄ
x( t -Í � TÊ )Â . (7.6)

Dieser Zusammenhang ist in Bild 7.1(c) veranschaulicht. Aufgrund der groben Frequenz�
rasterung ergibt sich in diesem Beispiel fÄr TÊ ein relativ kleiner Wert, so daÀ sich das
periodifizierte Signal P{x(t)} im dargestellten Zeitbereich deutlich von x(t) unterscheidet.

Durch Abtastung der periodifizierten Zeitfunktion P{x(t)} mit Áquidistanten Dirac�
impulsen im Abstand TË=1/fÊ entsteht - wie in Bild 7.1(d) gezeigt - die Funktion

A{P{x(t)}}Ò Ò Ò Ò Ò Ò P{A{X(f)}}Â . (7.7)

Die Diracimpulse der periodischen Fortsetzung P{A{X(f)}} der Spektralfunktion fallen
allerdings nur dann in das gleiche Frequenzraster wie diejenigen von A{X(f)}, wenn die
Frequenzperiode fÊ ein ganzzahliges Vielfaches N des Frequenzabtastabstandes fË ist:

fÊ = N � fËÂ .     (7.8)
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Unter BerÁcksichtigung der Beziehung fP = 1/TA kann hierfÁr auch geschrieben werden:

N � fA � TA = 1Â . (7.9)

FÁr die natÁrliche Zahl N wird in der Praxis meist eine Zweierpotenz verwendet.

Mit der Bedingung (7.9) ist die Reihenfolge von Periodifizierung und Abtastung

vertauschbar. In diesem Fall besteht zwischen der Zeit- und der Spektralfunktion folgen�

der Zusammenhang:

AÀPÂx(t)ÄÅÒ Â =Ò PÀAÂx(t)ÄÅ

(7.10)

PÀAÂX(f)ÄÅÒ =Ò AÀPÂX(f)ÄÅÂ .

Die Zeitfunktion AÀPÂx(t)ÄÄ besitzt hierbei die Periode TP, wÄhrend fP die Perioden�

dauer der Frequenzfunktion PÂAÂX(f)ÄÄ kennzeichnet. Zur Beschreibung des diskre�

tisierten Zeit- und Frequenzverlaufs reichen hierbei jeweils N komplexe Zahlenwerte

in Form von Diracimpulsgewichten aus. Solche diskreten und periodischen VorgÄnge

bezeichnet man als finite Signale (vgl. Bild 7.1(d)).

Aus den beiden Fourierintegralen (6.1) und (6.2) entstehen mit den Vereinbarungen

d tÂÀÂTA, d fÂÀÂfA, tÂÀÂÅ ÃTA, fÂÀÂÇÃ fA sowie TA
Ã fA=1/N die Beziehungen

PÀX(Ç � fA)Å = TA � É
Ê-1

Ë=0

PÀx(Å � TA )Å � e-j�2È�Ë�ÍÎÊÂ , (7.11)

PÀx(Å � TA )Å = fA � É
Ê-1

Í=0

PÀX(Ç � fA)Å � e j�2È�Ë�ÍÎÊÂ . (7.12)

Die Gleichung (7.11) stellt die allgemeine Form der Diskreten Fouriertransformation

(DFT) dar. Entsprechend bezeichnet man (7.12) als die inverse DFT (IDFT). Aus GrÁn�

den einer einfacheren Schreibweise werden nun folgende Substitutionen vorgenommen:

d(Å) = PÀx(t)ÅÏÌ=Ë �ÑÓ Â ,
 

(7.13)

D(Ç) = fA � PÀX(f)ÅÏÔ=Í �ÔÓÂ , 
(7.14)

WÊ = e-j�2ÈÎÊÂ . (7.15)

Damit ergibt sich aus (7.11) und (7.12) mit der Bedingung (7.9):

DFT :Ò Ò Ò D(Ç) =
1

N
� É
Ê-1

Ë=0

d(Å) � W
Ë �ÍÊ Â , (7.16)

IDFT :Ò Ò d(Å) = É
Ê-1

Í=0

D(Ç) � W
-Ë �ÍÊ Â . (7.17)

Die Koeffizienten d(Å) und D(Ç) sind i.a. komplexwertig sowie immer periodisch mit der

StÁtzstellenzahl N, d.h. es gilt d(Å+N)=d(Å) und D(Ç+N)=D(Ç). 
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Als Grundintervall fÁr n  bzw. m wird meist - wie aus Bild 7.1(e) hervorgeht - der

Bereich von 0 bis N-1 herangezogen. Im folgenden werden die N Koeffizienten im Zeit�
bereich, d(0) ... d(N-1), mit Cd(n) V gekennzeichnet, wÂhrend CD(m) V die entsprechenden
N Koeffizienten D(0) ... D(N-1) des Frequenzbereichs beinhaltet. Der Zusammenhang
zwischen diesen Zahlenreihen (Folgen) wird im weiteren - Âhnlich wie bei der herkÄmm�
lichen Fouriertransformation - durch CD(m) V Á Cd(n) V symbolisiert. 

Aufgrund obiger Substitutionen (7.13) und (7.14) besitzen die DFT-Koeffizienten
d(n) und D(m) die Einheit der Zeitfunktion. Ist die zu transformierende Funktion x(t) auf
den Zeitbereich 0 Â tÄTÀ begrenzt, so ist in diesem Bereich PÅx(t)Ã=x(t), und die Ko�
effizienten d(n) geben direkt die Abtastwerte der Zeitfunktion an.

Ist die Zeitfunktion x(t) dagegen gegenÁber dem Grundintervall verschoben, die
Gesamtbreite jedoch nicht grÄÀer als TÀ, so muÀ die aus Bild 7.2 ersichtliche Zuordnung
zwischen dem Zeitsignal x(t) und den Koeffizienten d(n) getroffen werden.                

Die N Koeffizienten D(m) gemÂÀ (7.14) entsprechen den Fourierkoeffizienten der
periodifizierten Zeitfunktion PÅx(t)Ã. Ist das Spektrum X(f) x(t) auf Ç fÀ/2 band�
begrenzt, so daÀ es bei der Periodifizierung PÅX(f)Ã nicht zu einer Åberlappung der
verschobenen Spektren kommt, kÄnnen die Abtastwerte des kontinuierlichen Spektrums
X(f) mit nachfolgender Gleichung direkt aus den Koeffizienten D(m) berechnet werden:

X(m � fÉ) = ÊÃ
Ã

D(m)Ë fÉÒ Ò Ò Ò Ò Ò Ò fÁrÒ Ã Ò Ã Ã0 Â m < NË2Ã ,

D(m + N)Ë fÉÃ Ò Ò Ò fÁrÒ Ò Ã Ã - NË2 Â m < 0Ã .
(7.18)

Wird dagegen wie in Bild 7.1 der Parameter fÀ zu niedrig gewÂhlt, so weichen die DFT-
Koeffizienten D(m) von den zu approximierenden Werten fÉÈX(m È fÉ) betrÂchtlich ab.

Die Gleichungen (7.16) und (7.17) der Hin- und RÁcktransformation unterscheiden
sich in ihrem prinzipiellen Aufbau nur durch den Faktor 1/N sowie im Vorzeichen des
Exponenten des komplexen Drehfaktors WÍ gemÂÀ (7.15). Somit kann fÁr die DFT und
die IDFT im Prinzip der gleiche Algorithmus verwendet werden.

(a)

t

0

Grundintervall

(b)

x(t)

nN-1

d(n)
Î(0)

Î(1)Î(2)Î(3)Î(4)Î(5)Î(6)Î(7)
- TÀË2 0 TÀË2

PÏx(t)Ì

- TÀ
Bild 7.2: Koeffizienten d(n) einer zeitlich begrenzten Funktion x(t) bei N=8.
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7.2 FehlermÁglichkeiten bei Anwendung der DFT

Wendet man die Diskrete Fouriertransformation auf beliebige Zeitfunktionen an, so
wird es im allgemeinen zu Fehlern kommen. Diese sind im wesentlichen auf die beiden
Prozesse Abtastung und Fensterung zurÁckzufÁhren, welche die Information Áber das zu
transformierende Signal bzw. Spektrum auf N (komplexe) Zahlenwerte reduzieren. Im
folgenden werden einige FehlermÂglichkeiten bei Anwendung der DFT kurz diskutiert,
wobei ausschlieÄlich die Transformation vom Zeit- in den Frequenzbereich betrachtet
wird. Bei der RÁcktransformation kommt es zu vergleichbaren Effekten.

Wie gut die DFT (7.16) die Ergebnisse der kontinuierlichen Fouriertransformation
approximiert, hÀngt in starkem MaÄe von den Eigenschaften des vorliegenden Signals
und der Wahl der Parameter N und TP ab. Die weiteren DFT-Parameter sind nicht frei
wÀhlbar, sondern Áber die Gleichungen fA= 1/TP, fP = N/TP und TA = TP/N festgelegt.

Die Abtastung der Zeitfunktion x(t) im Abstand TA bewirkt eine periodische Fortset�
zung des Spektrums bei ganzzahligen Vielfachen der Frequenz fP=1/TA. Besitzt das
Spektrum von x(t) - Àhnlich wie in Bild 7.1 beispielhaft skizziert - auch Anteile auÄerhalb
des Frequenzbereiches | f|< fP/2, so ist das Abtasttheorem nicht erfÁllt (d.h. das Signal
ist unterabgetastet), und es kommt zu Åberlappungen der zu addierenden, verschobenen
Frequenzanteile. Diese nichtreversible VerfÀlschung bezeichnet man als Aliasingfehler.

Eine Verbesserung hinsichtlich dieses Fehlers erreicht man durch eine VergrÂÄerung
der Abtastfrequenz fP=1/TAÃder Zeitfunktion. Die feinere Abtastung kann bei gleich�
bleibendem TP allerdings nur durch eine gleichzeitige VergrÂÄerung der StÁtzstellenzahl
N erzielt werden, was somit auch einen grÂÄeren Rechenaufwand bedeutet.       

Bei einem bandbegrenzten Signal kann der Aliasingfehler durch geeignete Wahl der
DFT-Parameter N und TP vermieden werden. Dagegen ist bei impulsfÂrmigen, zeitlich
begrenzten Signalen der Aliasingfehler unvermeidbar, da zeitbegrenzte Signale nach
dem ReziprozitÀtsgesetz nicht gleichzeitig auch bandbegrenzt sein kÂnnen.

Eine weiterer typischer Fehler bei Anwendung der DFT ist auf die Fensterung zurÁck�
zufÁhren. Diesen Fehler bezeichnet man als Abbruchfehler. Die im DFT-Algorithmus
implizit enthaltene Fensterung entspricht der Multiplikation des Zeitsignals x(t) mit einer
Rechteckfunktion der HÂhe 1 und der Dauer TP. Das bedeutet, daÄ das Ergebnis der
DFT im Frequenzbereich nicht mit dem tatsÀchlichen Spektrum X(f) Ábereinstimmt,
sondern sich aus diesem durch Faltung mit der Spektralfunktion TP

Â Ãsi(ÄÂ fÂTP) ergibt,
wobei wieder die AbkÁrzung si(x) = sin(x)/x verwendet ist. Im Grenzfall TP ÀÅ, was bei
einem gegebenen Abstand TAÃder Abtastwerte auch eine unendlich groÄe StÁtzstellen�
zahl N  bedeuten wÁrde, entartet diese Funktion zu einer Diracfunktion bei der Frequenz
f=0, so daÄ in diesem Grenzfall das Originalspektrum erhalten bleibt.

Bei zeitlich begrenzten, impulsfÂrmigen Signalen lÀÄt sich der Abbruchfehler vermei�
den, wenn TP hinreichend groÄ gewÀhlt wird. VergrÂÄert man das Fenster in Bereiche der
Zeitfunktion, wo diese bereits hinreichend gut auf Null abgeklungen ist, so erreicht man
im Spektrum eine Interpolation. Dieses Verfahren bezeichnet man als zero-padding. 
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Die Abtastwerte der Spektralfunktion treten durch die VergrÁÂerung von TP dann in

einem kleineren Frequenzabstand fA auf. Ein Informationsgewinn wird durch dieses

AnfÄgen von Nullen jedoch nicht erreicht. Vielmehr wird der Verlauf der HÄllkurve bei

Darstellung auf einem Display zwischen den StÄtzstellen (im Abstand fA) interpoliert.

Die DFT eines zeitlich unbegrenzten  - z.B. eines periodischen oder stochastischen

mittelwertbehafteten - Zeitsignals wird dagegen stets einen Abbruchfehler hervorrufen,

der nur durch besondere MaÂnahmen in Grenzen gehalten werden kann (vgl. Kapitel 8).

Ein GÄtekriterium fÄr DFT-Anwendungen, das beide oben genannte Fehlerarten

(Aliasing- und Abbruchfehler) berÄcksichtigt, ist der mittlere quadratische Fehler:

MQF =À
1

N
�Ç
Á-1

Â=0

ÄX(À � f
A
)À -À

D(À)

f
A

Ä2
À . (7.19)

Dieser gibt die mittlere quadratische Abweichung zwischen den N Abtastwerten der

Spektralfunktion, X(ÀÅ fA), und den DFT-NÅherungen D(À)/fA an. Das Produkt MQFÅ fA,

das in der VersuchsdurchfÄhrung als GÄtekriterium herangezogen wird, berÄcksichtigt

neben der Genauigkeit der Spektralwerte auch deren Dichte. Bei gÄnstiger Wahl der

DFT-Parameter N und TP=1/fA sollte auch dieses Produkt mÁglichst klein sein. 

Zur Verdeutlichung  dieser GrÁÂen wird im Versuch D7.4 ein gauÂfÁrmiger Impuls

x(t)=xÃ Åexp(-ÇÅ t 2/Ét 2 ) betrachtet. Dessen Spektrum X(f)=xÃ ÅÉtÅexp(-ÇÅ f 2ÅÉt 2 ) ist

ebenfalls gauÂfÁrmig. Mittels DFT mit N=32, TP=Ét wird die Spektralfunktion X(f)

aufgrund des groÂen Abbruchfehlers nur unzureichend angenÅhert; der mittlere quadra�

tische Fehler (MQF) gemÅÂ (7.19) besitzt in diesem Fall einen relativ groÂen Wert.

VergrÁÂert man dagegen den DFT-Parameter TP, so nimmt der Abbruchfehler stetig

ab. Gleichzeitig gewinnt der Aliasingfehler zunehmend an Bedeutung, da bei konstantem

N die Frequenzperiode fP umgekehrt proportional zu TP ist. Da obiges GÄtekriterium

jedoch auch den stÁrenden EinfluÂ des Aliasingfehlers berÄcksichtigt, steigt MQF bei zu

groÂen Werten von TP wieder an. Deshalb gibt es - wie im Versuch D7.4 noch ausfÄhrlich

gezeigt werden wird - fÄr TP einen optimalen Wert, der stark von N abhÅngt.

Der GauÂimpuls eignet sich aufgrund des exponentiellen Abklingens sowohl im Zeit-

als auch im Frequenzbereich sehr gut fÄr die Anwendung der DFT. Bei geeigneter Wahl

von N und TP ist der verbleibende mittlere quadratische Fehler sehr klein und vorwie�

gend auf Quantisierungsfehler bei der Zahlendarstellung im Rechner zurÄckzufÄhren. 

Funktionen mit steileren Flanken im Zeit- oder Frequenzbereich, beispielsweise der

Rechteck- oder der si-Impuls, sind dagegen wegen des extrem langsamen Abklingens

(asymptotisch mit 1/f bzw. 1/t) im jeweiligen KomplementÅrbereich weniger gut geeig�

net. Bei solchen Funktionen ist auch bei groÂer StÄtzstellenzahl N mit einem deutlich

grÁÂeren Fehler zu rechnen (vgl. D7.4d und e).

Weitere interessante Ergebnisse zu diesem Thema findet man z.B. in [1], [16], [21],

[27] und [29]. Eine einfache und dennoch allgemeingÄltige Vorschrift zur optimalen Wahl

der DFT-Parameter N und TP kann leider nicht angegeben werden, da die konkreten

Signalformen einen zu groÂen EinfluÂ ausÄben.



126 G. SÁder: Simulationsmethoden in der Nachrichtentechnik

7.3 Fast-Fouriertransformation

Ein Nachteil der direkten Berechnung der Zahlenfolgen CÉ(Â)V bzw. CÊ(Ä)V gemÁÂ den
Gleichungen (7.16) und (7.17) ist der groÂe Rechenaufwand. Ist die Anzahl Ë der zu
transformierenden Werte eine Potenz zur Basis 2, so kÄnnen rechenzeitgÀnstigere Algo�
rithmen angewandt werden. Die Vielzahl solcher aus der Literatur bekannten Verfahren,
die sich meist nur wenig voneinander unterscheiden, werden unter dem Sammelbegriff
ÈÍÎÏ-ÈoÌÑiÓÑÏÑÍÔÎfoÑmÍÏioÔÖ(ÈÈÒ) zusammengefaÂt. Als Beispiel wird hier der sogenannte
Radix-2-Algorithmus von Cooley und Tukey mit Zeitdezimierung und Bitumkehrung am
Eingang betrachtet (vgl. z.B. [1] und [16]). Dieser basiert ebenso wie die anderen FFT-
Algorithmen auf dem Åberlagerungssatz der DFT, der zunÁchst am einfachen Beispiel
eines Dreieckimpulses mit Ë=16 StÀtzstellen verdeutlicht werden soll.

Die DFT-Koeffizienten Ê(Ä) zur Beschreibung des Zeitverlaufs seien entsprechend
der Spalte 2 von Tabelle 7.1 belegt. Durch Anwendung des DFT-Algorithmus’ erhÁlt
man die in Spalte 3 angegebenen Koeffizienten É(Â), die bei VernachlÁssigung des Alia�
singfehlers proportional zu siÀ(ÅÃÂ/2) wÁren. Der Koeffizient É(0)=4 stimmt mit dem
theoretischen Wert exakt Àberein, der sich aus (7.14) mit der ImpulsflÁche X(0)=64ÃÒÇ
und dem Abstand fÇ=1/(16ÃÒÇ) der Abtastwerte im Frequenzbereich berechnen lÁÂt.

Tabelle 7.1: Beispiel der DFT-Koeffizienten CÉ(Â)V É CÊ(Ä)V fÀr einen dreieck�

fÄrmigen Impuls und Ë=16, sowie verschiedene Teilfolgen.

ÊÊË
bzw.

Gesamtfolge 1. Teilfolge
(Ë = 16)

2. Teilfolge
(Ë = 16)

1. Teilfolge
(Ë/2 = 8)

2. Teilfolge
(Ë/2 = 8)

Â Ê(Ä) É(Â) Ê È
Í(Ä) ÉÈ

Í(Â) Ê È
À(Ä) ÉÈ

À(Â) ÊÍ(Ä) ÉÍ(Â) ÊÀ(Ä) ÉÀ(Â)

0 8.0 4.000 8.0 2.000 0.0 2.000 8.0 4.000 7.0 4.000 + jÃ0.000

1 7.0 1.642 0.0 0.854 7.0 0.788 6.0 1.708 5.0 1.456 + jÃ0.603

2 6.0 0.000 6.0 0.000 0.0 0.000 4.0 0.000 3.0 0.000 + jÃ0.000

3 5.0 0.202 0.0 0.146 5.0 0.056 2.0 0.292 1.0 0.043 + jÃ0.103

4 4.0 0.000 4.0 0.000 0.0 0.000 0.0 0.000 1.0 0.000 + jÃ0.000

5 3.0 0.090 0.0 0.146 3.0 -0.056 2.0 0.292 3.0 0.043 - jÃ0.103

6 2.0 0.000 2.0 0.000 0.0 0.000 4.0 0.000 5.0 0.000 + jÃ0.000

7 1.0 0.066 0.0 0.854 1.0 -0.788 6.0 1.708 7.0 1.456 - jÃ0.603

8 0.0 0.000 0.0 2.000 0.0 -2.000

9 1.0 0.066 0.0 0.854 1.0 -0.788

10 2.0 0.000 2.0 0.000 0.0 0.000 Die Koeffizienten mit

11 3.0 0.090 0.0 0.146 3.0 -0.056 den Indizes 8 ... 15 sind

12 4.0 0.000 4.0 0.000 0.0 0.000  bei diesen Teilfolgen

13 5.0 0.202 0.0 0.146 5.0 0.056 nicht definiert

14 6.0 0.000 6.0 0.000 0.0 0.000

15 7.0 1.642 0.0 0.854 7.0 0.788
Î Ï Ì Ñ Ó Ô Ö Ò Õ ÎŠ ÎÎ
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Spaltet man die Gesamtfolge Cd(Õ)V in die zwei Teilfolgen Cd Á
Â(Õ)V und Cd Á

Ä(Õ)V auf, und

zwar derart, daÁ die erste Teilfolge nur die geradzahligen (Õ =0, 2, ... , N-2) und die

zweite Teilfolge nur die ungeradzahligen Koeffizienten (Õ =1, 3, ... , N-1) beinhalten,

wÂhrend alle anderen Elemente 0 gesetzt werden, so erhÂlt man die dazugehÄrigen

Folgen CDÁ
Â(Š)V À Cd Á

Â(Õ)V und CDÁ
Ä(Š) V À Cd Á

Ä(Õ)V im Spektralbereich. Die Folgen

Cd Á
Â(Õ)V, CD

Á
Â(Š)V, Cd Á

Ä(Õ)V und CDÁ
Ä(Š) V sind in den Spalten 4 bis 7 von Tabelle 7.1 angegeben.

Da d(Õ)= d Á
Â(Õ)+ d Á

Ä(Õ) ist, muÁ nach dem Additionstheorem linearer Systeme selbst�

verstÂndlich auch die folgende Gleichung gelten: 

D(Š) = DÂÅ (Š)À +À DÄÅ (Š)À . (7.20)

Weiterhin ist aus den Werten der Tabelle 7.1 ersichtlich, daÁ die Koeffizienten DÁ
Â(Š) und

DÁ
Ä(Š) gewisse Symmetrieeigenschaften aufweisen. Die Periode von CDÁ

Â(Š)V betrÂgt auf�

grund des Nullsetzens eines jeden zweiten Koeffizienten in der Folge Cd Á
Â(Õ)V nun N/2, im

Gegensatz zur Periode N der Folge CD(Š)V. Die Folge CDÁ
Ä(Š) V ist wegen der zusÂtzlichen

Verschiebung im Zeitbereich um einen Abtastwert mit einem Phasenfaktor belegt, der

einen alternierenden Vorzeichenwechsel zweier um N/2 auseinanderliegender DFT-

Koeffizienten zur Folge hat. FÅr die DFT-Koeffizienten der beiden Teilfolgen gilt somit:

DÂÅ (Š +
N

2
)À =À DÂÅ (Š)À , (7.21)

DÄÅ (Š +
N

2
)À =À - DÄÅ (Š)À . (7.22)

Es ist anzumerken, daÁ die Berechnung der Spektralfolgen CDÁ
Â(Š)VÃund CDÁ

Ä(Š)V jeweils

den gleichen Rechenaufwand wie die direkte Bestimmung von CD(Š)V erfordert, da die

entsprechenden Teilfolgen Cd Á
Â(Õ)V und Cd Á

Ä(Õ)V ebenfalls noch aus N Elementen bestehen.

Verzichtet man jedoch auf die Abtastwerte d Á
Â(Õ)=0 mit ungeraden Indizes sowie auf die

Abtastwerte d Á
Ä(Õ)=0 mit geraden Indizes, so kommt man zu den beiden in Spalte 8 und

10 von Tabelle 7.1 angegebenen Teilfolgen CdÂ(Õ)V und CdÄ(Õ)V, die jeweils nur noch die

Dimension N/2 aufweisen. In den Spalten 9 und 11 sind die dazugehÄrigen Teilfolgen im

Spektralbereich, CDÂ(Š)V ÇÉÄ CdÂ(Õ)VÃbzw. CDÄ(Š)V ÇÉÄ CdÄ(Õ)V, angegeben. 

Ein Vergleich der Zahlenwerte von Tabelle 7.1 macht deutlich, daÁ fÅr 0ÊŠ< N/2

zwischen den einzelnen Koeffizienten folgender Zusammenhang besteht:

DÂÅ (Š)À =À
1

2
� DÂ(Š)À , (7.23)

DÄÅ (Š)À =À
1

2
� DÄ(Š) �W

Ë
ÇÀ . (7.24)

Dagegen gilt fÅr die Koeffizienten im Bereich N/2ÊŠ<N:

DÂÅ (Š)À =À
1

2
� DÂ(Š -

N

2
)À , (7.25)

DÄÅ (Š)À =À -
1

2
� DÄ(Š -

N

2
)�W

Ë
ÇÀ . (7.26)

Der durch (7.15) definierte Drehfaktor ergibt sich fÅr N=16 zu WÇ = eÈÍÎÏÉÌ.
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Aus (7.20) sowie (7.23) bis (7.26) lÁÂt sich nun ein Algorithmus ableiten, durch den
die DFT-Koeffizienten D(m) mit weniger Rechenschritten als nach der Vorschrift (7.16)
ermittelt werden kÄnnen. Dieser Algorithmus ist durch folgende Schritte gekennzeichnet
(vgl. Bild 7.3):

Ú Aufteilung der N Elemente der zu transformierenden Folge Âd(n)Ä auf zwei Teilfolgen
ÂdÀ(n)Ä= Âd(2Ån)Ä und ÂdÃ(n)Ä= Âd(2Ån+1)Ä mit 0Çn< N/2; 

Ú Berechnung vonÛÂDÀ(m)Ä und ÂDÃ(m)Ä durch getrennte DFT gemÁÂ (7.16) fÀr jede dieser
Teilfolgen mit jeweils N/2 Feldelementen und halber Abtastrate 1/(2ÅTÉ); 

Ú Phasenbelegung von ÂDÃ(m)Ä mit W Ê
Ë = eÈÍÎÃÏÎÊÌË;

Ú Berechnung der gesuchten Koeffizienten D(m) durch Addition (0Çm<N/2) bzw.
Subtraktion (N/2Çm<N) der um den Faktor 2 verminderten Teilspektren aufgrund
oben beschriebener Symmetrieeigenschaften.

Mit dieser ersten Anwendung des Åberlagerungssatzes der DFT reduziert sich der
Rechenaufwand etwa um den Faktor 2 (siehe Vorbereitung V7.1 und Versuch D7.1).
Durch weitere Anwendungen des Åberlagerungssatzes auf die jeweiligen Teilspektren
kommt man schlieÂlich zum SignalfluÂplan von Bild 7.4, der als Radix-2-Algorithmus

bekannt ist und von Cooley und Tukey entwickelt wurde. 

Ñ
Ó
Ô

Ö
Ò
Õ

Š

Ú
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dÀ(0)
dÀ(1)
dÀ(2)
dÀ(3)
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dÃ(7)

DÃ(0)
DÃ(1)
DÃ(2)
DÃ(3)
DÃ(4)
DÃ(5)
DÃ(6)
DÃ(7)

DFTÃ mitÃNÛ2Ã Elementen

DFTÃ mitÃNÛ2Ã Elementen

d(0)
d(2)
d(4)
d(6)
d(8)
d(10)
d(12)
d(14)

D(0)
D(1)
D(2)
D(3)
D(4)
D(5)
D(6)
D(7)

d(1)
d(3)
d(5)
d(7)
d(9)
d(11)
d(13)
d(15)

D(8)
D(9)
D(10)
D(11)
D(12)
D(13)
D(14)
D(15)

Ü A � W Ê
ËÙ

Ù

Ÿ

ŽÙ�Ÿ���

ŽÙ!Ÿ���

Bild 7.3: SignalfluÂplan fÀr den Åberlagerungssatz der DFT am Beispiel N = 16.
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Tabelle 7.2: Zur Verdeutlichung der Bitumkehroperation fÁr N = 8.

n 0 1 2 3 4 5 6 7

n als Dualzahl 000 001 010 011 100 101 110 111

Bitumkehrung 000 100 010 110 001 101 011 111

k 0 4 2 6 1 5 3 7

Voraussetzung fÁr die mehrfache Anwendung des FFT-Algorithmus’ ist, daÂ die Anzahl
N der Abtastwerte eine Potenz zur Basis 2 ist. FÁr Bild 7.4 ist beispielsweise N=8
gewÄhlt, so daÂ der Àberlagerungssatz insgesamt ld(N)=3 mal angewandt werden kann.
Es ist ersichtlich, daÂ stets die gleiche Basisoperation benutzt wird und sich lediglich der
Exponent des Drehfaktors sowie der Abstand zweier verknÁpfter Eingangswerte Ändert.
Die in Bild 7.4 dargestellte Basisoperation wird hÄufig als Butterfly bezeichnet. Eine
detaillierte Beschreibung der FFT finden Sie bei den Àbungsaufgaben À7.1 und À7.2.

Da bei der FFT eine "In-Place"-Programmierung mÅglich ist, reichen N komplexe
SpeicherplÄtze aus. Dies hat allerdings den Nachteil, daÂ vor dem eigentlichen FFT-
Algorithmus die Reihenfolge der Eingangswerte vertauscht werden muÂ. Dazu dient der
Block Bitumkehroperation in Bild 7.4, wobei der Koeffizient d(Ü) in das (komplexe)
Feldelement mit dem Index k  eingetragen wird. Der Wert von k  ergibt sich, indem Ü  als
Dualzahl dargestellt wird und die Bits gemÄÂ Tabelle 7.2 in umgekehrter Reihenfolge
geschrieben werden. Die Dezimaldarstellung dieser Dualzahl ist der gesuchte k-Wert.
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d(3)

d(4)

d(5)

d(6)

d(7)

Ï

Ì Ñ Ó Ô Å Ö
Ò

Ì Õ Ó Ô Å Ö
Ò

Bild 7.4: Radix-2-Algorithmus nach Cooley und Tukey fÁr das Beispiel N=8 mit
Bitumkehroperation am Eingang, sowie zugehÅrige Basisoperation.
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7.4 Vorbereitungsfragen

V7.1: Mit der ersten Aufgabe soll die Anzahl der zur DurchfÁhrung der DFT erforder�

lichen komplexen Multiplikationen und Additionen (bzw. Subtraktionen) abgeschÂtzt

werden. BerÁcksichtigen Sie hierbei auch die trivialen Multiplikationen mit W Â
Ä = 1.

a) Berechnen Sie die Anzahl MÀÅÃ der notwendigen komplexen Multiplikationen sowie
die Anzahl ÙÀÅÃ der komplexen Additionen fÁr die Diskrete Fouriertransformation
gemÂÄ (7.16), also ohne Anwendung des Àberlagerungssatzes. Parameter fÁr diese
Berechnung sei die Anzahl Ÿ der DFT-Koeffizienten im Zeit- und Frequenzbereich.
Welche Werte ergeben sich fÁr Ÿ= 16?

b) Berechnen Sie in AbhÂngigkeit von Ÿ die Anzahl MÀÇÃ der notwendigen komplexen
Multiplikationen sowie die Anzahl ÙÀÇÃ der Additionen (bzw. Subtraktionen), wenn
der Àberlagerungssatz entsprechend Bild 7.3 einmal angewandt wird. Welche Werte
ergeben sich nun fÁr Ÿ= 16?

c) Berechnen Sie in AbhÂngigkeit von Ÿ die Anzahl MÀÉÃ der notwendigen komplexen
Multiplikationen sowie die Anzahl ÙÀÉÃ der Additionen (bzw. Subtraktionen) bei
Verwendung des Radix-2-Algorithmus’ gemÂÄ Bild 7.4. Welche Werte ergeben sich
fÁr Ÿ= 16?

d) Welche RechenzeitverkÁrzung ergibt sich durch den Radix-2-Algorithmus (Punkt c)
gegenÁber der allgemeinen DFT (Punkt a). Gehen Sie davon aus, daÄ bei heutigen
Rechnern eine Multiplikation etwa die gleiche Rechenzeit beansprucht wie eine
Addition bzw. Subtraktion. Welche RechenzeitverkÁrzung ergibt sich fÁr Ÿ= 1024?
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V7.2: Betrachten Sie nun den FFT-Algorithmus fÁr N= 8 (vgl. Bild 7.4).

a) Transformieren Sie die reelle Gleichfolge Ž 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1 � stufenweise in den

Frequenzbereich und interpretieren Sie das Ergebnis. Wie groÂ sind hier die verschie�

denen Drehfaktoren? Tragen Sie auch diese in das nachfolgende Bild ein. 

ÁÂ

ÁÂ

ÁÂ

ÁÂ

ÁÂ

ÁÂ

ÁÂ

ÁÂ

ÁÂ

ÁÂ

ÁÂ

ÁÂ

Bitumkehr-
operation 

Ä À Å Ä À Ã Ä À Ç. . . . .

. . . . .

. . . . .

. . . . .

. . . . .

. . . . .

. . . . .

. . . . .

. . . . .

. . . . .

. . . . .

. . . . .

. . . . .

. . . . .

. . . . .

. . . . .

. . . . .

. . . . .

. . . . .

. . . . .

. . . . .

. . . . .

. . . . .

. . . . .

. . . . .

. . . . .

. . . . .

. . . . .

. . . . .

. . . . .

. . . . .

. . . . .

. . . . .

. . . . .

. . . . .

. . . . .

. . . . .

. . . . .

. . . . .

. . . . .

1

1

1

1

1

1

1

1

b) Transformieren Sie nun die alternierende Folge Ž+1, -1, +1, -1, +1, -1, +1, -1�

stufenweise in den Frequenzbereich.

ÁÂ

ÁÂ

ÁÂ

ÁÂ

ÁÂ

ÁÂ

ÁÂ

ÁÂ

ÁÂ

ÁÂ

ÁÂ

ÁÂ

Bitumkehr-
operation 

Ä À Å Ä À Ã Ä À Ç. . . . .

. . . . .

. . . . .

. . . . .

. . . . .

. . . . .

. . . . .

. . . . .

. . . . .

. . . . .

. . . . .

. . . . .

. . . . .

. . . . .

. . . . .

. . . . .

. . . . .

. . . . .

. . . . .

. . . . .

. . . . .

. . . . .

. . . . .

. . . . .

. . . . .

. . . . .

. . . . .

. . . . .

. . . . .

. . . . .

. . . . .

. . . . .

. . . . .

. . . . .

. . . . .

. . . . .

. . . . .

. . . . .

. . . . .

. . . . .

+1

-1

+1

-1

+1

-1

+1

-1
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V7.3: Gegeben sei ein Dreieckimpuls x(t) mit der Amplitude x^ und der Áquivalenten

Impulsdauer Ât  (siehe Skizze bei Punkt a); Ât ist hierbei Âber das flÁchengleiche Rechteck

definiert. Das Impulsspektrum X(f) soll durch DFT mit den Parametern N=8 und

TÄ=ÀÅÂt nÁherungsweise bestimmt werden. Durch Anwendung der herkÄmmlichen

Fouriertransformation (Kapitel 6) kann man X(f) exakt berechnen (Skizze bei Punkt b):

X(f) = x^ � Ãt � siÇ(É � Ãt � f)À . (7.27)

a) Skizzieren Sie in das nachfolgende Diagramm das periodifizierte Zeitsignals P{x(t)}. 

Tragen Sie analog zu Bild 7.2 die DFT-Koeffizienten d(Ê) ein.

t

x(t)

0 Ãt- Ãt

x^

b) In welchem Frequenzraster werden mit obigen Parametern die Spektralkoeffizienten

auftreten. Tragen Sie dieses Raster in nachfolgende Skizze ein.

0

X(f)

Ë

x^ � Ãt

1ÈÃt- 1ÈÃt

c) Zeigen Sie anhand der Gleichungen (7.16) und (7.18), daÅ der Spektralwert bei f= 0

durch die DFT exakt wiedergegeben wird. WÁhlen Sie hierzu x^= 1 (normiert).

 

d) Zeigen Sie weiterhin, daÅ die DFT-Koeffizienten D(2), D(4) und D(6) jeweils Null

ergeben.
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e) Berechnen Sie nun den Koeffizienten D(1) entsprechend der allgemeingÁltigen DFT-
Gleichung (7.16). Wie groÂ ist D(7)?

f) Wie groÂ ist somit der bezÁglich des Spektralwerts X(fA) gemachte relative Fehler �
1
?

Geben Sie diesen auch anhand von Äberlegungen zur periodischen Fortsetzung
PÁX(f)Â der Spektralfunktion X(f) an.

g) Berechnen Sie den relativen Fehler �
3
 bezÁglich des Spektralwertes X(3Ä fA).
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7.5 VersuchsdurchfÁhrung

Benutzen Sie zur LÁsung der nachfolgenden Aufgaben das Programm "dft". 

��!": Im ersten Versuch soll der FFT-Algorithmus aus Kapitel 7.3 fÂr N = 16 nÄher
betrachtet werden. Die Eingangsfolge d(Â) liegt hierfÂr bereits in der Grundfolge von

0 ... N-1 vor, d.h. der Bereich -N/2 ... -1 wird rechts an den Bereich 0 ... N/2-1 angefÂgt
(vgl. Bild 7.2). Dieser Sortiervorgang sollte nicht mit der FFT-Bitumkehroperation (vgl.
Bild 7.4 links) verwechselt werden. 

a) Verdeutlichen Sie sich mit MenÂpunkt 1 ("Áberlagerungssatz der DFT") nochmals den
FFT-Algorithmus und ÂberprÂfen Sie die Ergebnisse der Vorbereitungsfrage V7.1. In
unterer Tabelle bezeichnet M die Anzahl der (komplexen) Multiplikationen und A
diejenigen der (komplexen) Additionen bzw. Subtraktionen.

Ergebnis V7.1

Àberlagerungssatz Â-mal angewendet

Â=0 Â=1 Â=2 Â=3 Â=4

M=

Ausgabe "dft"

A=

M=

A=

M=

A=

M=

A=

M=

A=

M=

A=

M=

A=

M=

A=

b) Geben Sie analog zu Tabelle 7.2 den Algorithmus der "Bitumkehroperation" fÂr N=16
an und ÂberprÂfen Sie Ihr Ergebnis anhand des Programms "dft" (MenÂpunkt 1).

Ä 0 1 2 3 4 5 6 7

ÄÀals Dualzahl

Bitumkehrung

Å
Ã

Ä 8 9 10 11 12 13 14 15

ÄÀals Dualzahl

Bitumkehrung

Å
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D7.2: Mit dem MenÁpunkt 2 "Transformation einer Beispielfolge" kÂnnen schrittweise
verschiedene Eingangsfolgen in den Frequenzbereich transformiert werden. 

a) Wie lautet die Ausgangsfolge, wenn am Eingang die Gleichfolge mit der Amplitude 1
angelegt wird? ÄberprÁfen Sie Ihr Ergebnis der Vorbereitungsfrage V7.2(a). 

#

N � D(#)

1514131211109876543210

b) Wie lautet die Ausgangsfolge, wenn die Eingangsfolge eine Periode einer Cosinus�
schwingung beschreibt? Interpretieren Sie das Ergebnis.

#

N � D(#)

1514131211109876543210

c) Welche Ausgangsfolge erhÀlt man bei einer Periode einer Sinusschwingung? Inter�
pretieren Sie das Ergebnis.

#

N � D(#)

1514131211109876543210

d) Welche Ausgangsfolge erhÀlt man bei einer komplexen Exponentialfunktion mit
gleicher Periode wie unter Punkt b) und c)? Interpretieren Sie das Ergebnis.

#

N � D(#)

1514131211109876543210
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e) Wie Ándert sich die Ausgangsfolge gegenÂber Punkt b), wenn die Eingangsfolge zwei
Perioden einer Cosinusschwingung beschreibt? Interpretation.

m

N �D(m)

1514131211109876543210

f) Wie lautet die Ausgangsfolge, wenn am Eingang eine zwischen$1 alternierende
Folge angelegt wird? ÄberprÂfen Sie Ihr Ergebnis der Vorbereitungsfrage V7.2(b)
und interpretieren Sie das Ergebnis. 

m

N �D(m)

1514131211109876543210

g) Mit dem Kennwert "W" kÀnnen Sie beliebige (i.a. komplexe) Eingangsfolgen Âd(n)Ä
wÁhlen. Welche Eingangsfolge mÂssen Sie eingeben, damit sich im Frequenzbereich

die Folge 16ÀÂD(m)Ä = Â 8, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 8, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0 Ä ergibt. BerÂcksichtigen
Sie fÂr Ihre Entscheidung die Ergebnisse zu den Punkten a) und f).

n

d(n)

1514131211109876543210

h) Betrachten Sie nun die Eingangsfolge Âd(n)Ä = Â 8, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 8, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0 Ä.
Interpretieren Sie die dazugehÀrige Ausgangsfolge, insbesondere auch in Bezug zum
Ergebnis von Punkt g).
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D7.3: Nun soll das Prinzip der DFT anhand der finiten Signale (MenÁpunkt 3) ver�
anschaulicht werden. Betrachten Sie dazu einen Dreieckimpuls x(t) mit der Âquivalenten
Dauer %t = 1. Das zugehÄrige (normierte) Spektrum X(f) ist nachfolgend dargestellt.  

2 -1 0

X(f)

1-2
%t � f

a) WÂhlen Sie zunÂchst die DFT-Parameter N = 8 und TÁ=Â. Beschreiben Sie die
ausgegebenen Graphen. Welche StÁtzwerte der Spektalfunktion X(f) kÄnnen damit
ermittelt werden? Tragen Sie diese in obige Skizze ein.

b) ÀberprÁfen Sie Ihre Ergebnisse der Vorbereitungsfrage V7.3 mit N = 8, TÁ=Â .

& = fÄfÀ 0

X(& � fÀ)

1 2 3 4

D(&)ÄfÀ
(nach V7.3)

D(&)ÄfÀ
(von "dft")



138 G. SÁder: Simulationsmethoden in der Nachrichtentechnik

c) Wie Ándern sich die Ergebnisse, wenn nun Dt = 0.5 und T’=ÂÄgewÁhlt wird? Es sei

weiterhin N = 8.

m = fÀf
*

0

X(m � f*)

1 2 3 4

D(m)Àf
*

(von "dft")

d) Es gelte weiterhin Dt = 0.5 und T’=Â, nun aber N = 16Å Welcher Unterschied ist

gegenÂber Punkt a) und c) festzustellen?

e) Es gelte weiterhin Dt = 0.5 und N = 16Å Welcher Unterschied ist gegenÂber den

Punkten a) und d) mit dem DFT-Parameter T’=Ã festzustellen?
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D7.4: Nun soll die Genauigkeit der DFT anhand des mittleren quadratischen Fehlers

(MQF) gemÁÂ (7.19) bzw. des Produktes MQF. +Á nÁher untersucht werden. WÁhlen Sie

hierzu den MenÄpunkt 4. Die DFT wird dabei in folgenden Schritten vollzogen: 

- Anzahl , der Áquidistanten DFT-StÄtzstellen angeben.

- Zeitfunktion auf Dauer /Â begrenzen; die , StÄtzstellen liegen in diesem Intervall.

- DurchfÄhrung der DFT.

- Der DFT-Koeffizient 0(Ä)/+Á wird als NÁherung fÄr 2(Ä . +Á) verwendet.

ZunÁchst betrachten wir den GauÂimpuls  x(3)=xÀ .exp(-p. 3 Å/D3 Å ) gemÁÂ Skizze (a) mit

Ã3 =1. Die dazugehÀrige Spektralfunktion  2(+)=xÀ .D3.exp(-p. + Å.D3 Å ) ist aufgrund der

Symmetrie bezÄglich des Zeitpunkts  3=0 rein reell und wegen der hier gewÁhlten Nor�

mierung formgleich mit der Zeitfunktion (siehe Skizze b).

Ç

Ç

xÀ

ÉÊ ÉË Ë Ê

(a)

(b)

x(3)

2(+)

Ã3

3

Ç

xÀ � Ã3

1ÈÃ3

+
ÉÊ ÉË Ë Ê

a) Ermitteln Sie den mittleren quadratischen Fehler (MQF) fÄr /Â/Ã3 =1 und , = 32.

Tragen Sie diesen und das Produkt MQF. +Á in untere Tabelle ein. Interpretation.

, = 32 /Â = D3 /Â = 2ÅD3 /Â = 4ÅD3 /Â = 8ÅD3 /Â = 16ÅD3

MQF

MQFÃÅÃ+Í
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b) ErhÁhen Sie nun bei konstantem N= 32 den Parameter TP/4t auf 2, 4, 8 bzw. 16.

Tragen Sie die Ergebnisse in die Tabelle auf der letzten Seite ein und interpretieren Sie

diese. Wie groÂ ist der optimale Wert von TP (hinsichtlich des Produkts MQFÂ fA)?

c) Bestimmen Sie nun den mittleren quadratischen Fehler fÄr N = 1024 und TP/4t =1,

2, 4, 8 bzw. 16. Tragen Sie Ihre Ergebnisse in nachfolgende Tabelle ein und inter�

pretieren Sie diese in Relation zu den Versuchen a) und b).

N = 1024 TP = Ät TP = 2ÀÄt TP = 4ÀÄt TP = 8ÀÄt TP = 16ÀÄt

MQF

MQFÅÀÅfÀ

d) Betrachten Sie nun den Rechteckimpuls mit 4t =1. Bestimmen Sie die dazugehÁrige

(si-fÁrmigen) Spektralfunktion mittels DFT fÄr verschiedene Werte von N, wobei der

Abstand zweier Abtastwerte im Zeitbereich unverÃndert TA = 0.01 bleibt. Somit sind

stets 101 Abtastwerte ungleich 0. Tragen Sie Ihre Ergebnisse in nachfolgende Tabelle

ein und interpretieren Sie diese.
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   Rechteck   N = 128    N = 256    N = 512   N = 1024

   TP/5t

   MQF

MQF � fA

e) Als Beispiel fÁr ein streng bandbegrenztes Signal soll der (si-fÂrmige) Spaltimpuls

dienen; die Äquivalente Zeitdauer sei Át =1. Bestimmen Sie die dazugehÂrige (recht�

eckfÂrmige) Spektralfunktion mittels DFT fÁr verschiedene Werte von N, wobei der

DFT-Parameter TP/Át =16 unverÄndert bleibt. Tragen Sie in nachfolgende Tabelle

neben MQF und MQF6 fA auch den jeweils maximalen relativen Fehler Â rel,max der

Spektralkoeffizienten ein. Interpretieren Sie das Ergebnis.

  si-Impuls   N = 128    N = 256    N = 512   N = 1024

   MQF

   MQF � fA

Ârel,max
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7.6 Ábungsaufgaben
Zum Ábersetzen und Binden der beiden folgenden Programme kÂnnen Sie die Prozedur
"mkdft" fÄr die C-Version und "mkdft -f" fÄr die Fortran-Version verwenden.

89;<: Aus dem SignalfluÀplan von Bild 7.4 ist ersichtlich, daÀ beim FFT-Algorithmus
der Áberlagerungssatz der DFT insgesamt ld(N) mal angewandt wird, wobei die einzelnen
Stufen mit L durchnumeriert sind. In den einzelnen Stufen wird dabei stets die gleiche
Basisoperation (Butterfly) benutzt, lediglich der Exponent des Drehfaktors sowie der
Abstand zweier verknÄpfter Eingangswerte Åndern sich von Stufe zu Stufe.  

Da zur RechenzeitverkÄrzung hier im Gegensatz zur Basisoperation von Bild 7.3 auf
die Division durch 2 in jeder der ld(N) Stufen verzichtet wird, ist bei der Hintransfor�
mation (vom Zeit- in den Spektralbereich) das Ergebnis um den Faktor 2ÂÄÀÅÃ = N zu
groÀ. Das bedeutet, daÀ die so erhaltenen Spektralwerte noch durch N zu dividieren sind.

In der L-ten Stufe (Spalte) gibt es genau IÇ =2ÇÉÊ verschiedene Drehfaktoren mit den
Werten exp(- jËÈËÍ/IÇ) mit Í=0 , ... , IÇ-1. Der Abstand zweier durch einen Butterfly
verknÄpfter Eingangswerte betrÅgt ebenfalls IÇ. Das negative Vorzeichen des Arguments
gilt entsprechend (7.16) nur fÄr die Transformation vom Zeit- in den Frequenzbereich.

Schreiben Sie ein Unterprogramm "dftstu(L, N, Re, Im)", das alle fÄr die L-te Stufe
notwendigen FFT-Operationen durchfÄhrt. Die Felder "Re" und "Im" fÄr Real- und
ImaginÅrteil haben jeweils die Dimension N. Bei jedem Aufruf von "dftstu" werden die
alten Feldelemente Äberschrieben. Es werden folgende Dateiheader erwartet:

ÎÏ ÌÑÓÔÖÔÒÕŠÕÚÛÜÙŸÙŽ�Ù��� !""Ï ŠÚ#$ÑÚÕÓ%�ÖÔÒÕŠÕÚÛÜÙŸÙŽ�Ù���

&Ñ%’ÖÜÙŸ( Ó%Õ�’�$ÖÜÙŸ

Ò&Ñ)ÕÖŽ�*+,Ù��*+,( $�)&ÖŽ�Û-ÏŸ/0�Ù��Û-ÏŸ/0�

Verwenden Sie zwei Schleifen. In der ÅuÀeren Schleife werden die IÇ verschiedenen
Phasenfaktoren dieser Stufe bestimmt, in der inneren Schleife der Butterfly gemÅÀ Bild
7.4 berechnet. FÄr die Berechnung eines Butterflys in der inneren Schleife benÂtigt man
eine Multiplikation (mit dem aktuellen Phasenfaktor) und zwei komplexe (also vier
reelle) Additionen. Die umgekehrte Vorgehensweise ist nicht zu empfehlen, da sonst
gleiche Phasenfaktoren mehrmals berechnet werden mÄÀten. 

In der inneren Schleife wird bestimmt, welche Feldelemente miteinander verknÄpft
werden. Die Schleifenvariable, z.B. k, soll den Index des oberen der beiden durch einen
Butterfly zu verknÄpfenden Feldelemente angeben (vgl. Bild 7.4). Der Index des unteren
Feldelements ergibt sich durch Addition von IÇ zur Schleifenvariablen k. Die Indizes des
oberen Butterfly-Feldelements nehmen in der inneren Schleife von oben nach unten um
die Schrittweite 2ËIÇ zu. Der Anfangswert der inneren Schleife ist die Schleifenvariable
der ÅuÀeren Schleife. Die innere Schleife wird dann genau N/(2ËIÇ) mal durchlaufen.

Testen Sie Ihr Programm durch Aufruf von "dft" mit dem MenÄpunkt 5 am Beispiel
einer komplexen Exponentialfunktion am Eingang.
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Á7.2: Schreiben Sie ein Unterprogramm "dftfft(dir, N, Re, Im, TA)", welches eine
numerische Fouriertransformation gemÁÂ (7.16) bzw. die FourierrÄcktransformation
nach (7.17) entsprechend dem Radix-2-Algorithmus von Bild 7.4 durchfÄhrt. Verwenden
Sie dazu das in À7.1 erstellte Unterprogramm "dftstu" in geeigneter Weise. Die Bitum�
kehroperation kÅnnen Sie mit dem Programm "void BUK(N, Re, Im)" bewerkstelligen. 

Der Parameter "dir" legt die Transformationsrichtung fest. Bei "dir = 0" wird vom
Frequenz- in den Zeitbereich transformiert, bei "dir = 1" vom Zeit- in den Frequenz�
bereich. Die zu transformierende Zeit- bzw. Spektralfunktion wird mit den Feldern "Re"

und "Im" - jeweils mit der Dimension N - getrennt nach Real- und ImaginÁrteil an das
Unterprogramm Äbergeben. Es wird davon ausgegangen, daÂ die Zeit- bzw. Spektral�
funktion bereits im Grundintervall von 0 bis N-1 vorliegt (vgl. Bild 7.2); das Programm
kann also gleich mit der Bitumkehroperation (vgl. Tabelle 7.2) beginnen.
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Bei der Transformation vom Zeit- in den Frequenzbereich (dir = 1) ist zu beachten:

- Der Algorithmus arbeitet mit den DFT-Koeffizienten D(=); in den Feldern "Re" und
"Im" sollen jedoch die Abtastwerte X(= Â fÄ)=D(=)/fÄ der kontinuierlichen Spektral�
funktion ausgegeben werden.

- Bei der Hintransformation ist das Ergebnis um den Faktor N zu groÁ (siehe Â7.1).

- Die Division durch fÄ und die Division durch N kann entsprechend (7.9) durch eine
Multiplikation mit dem Parameter TÄ (StÄtzstellenabstand im Zeitbereich) ersetzt
werden.

Bei der Transformation vom Frequenz- in den Zeitbereich (dir = 0) muÁ sowohl vor als
auch nach dem eigentlichen Algorithmus’ konjugiert werden. Weiterhin ist hier noch eine
Multiplikation mit fÄ (StÄtzstellenabstand im Frequenzbereich) erforderlich.

Testen Sie Ihr Programm durch Aufruf von "dft" mit dem MenÄpunkt 6. Vergleichen
Sie Ihre Funktion mit der in "dft" realisierten Variante anhand des mittleren quadrati�
schen Fehlers fÄr einen GauÁimpuls entsprechend D7.4c (N = 1024, TÀ/>t =4). 

ÅÃ ÇÉÊËÈËÍÎÍÍÎÏËÊÌÑÓÑÔÖÑÒÕÑŠÚÛ ÜÙÙÃ ŸŽ�ÌÉŽÎÊ�ÖÈËÍÎÍÍÎÏËÊÌÑÓÑÔÖÑÒÕÑŠÚÛ

�É��ÈËÊÌÑÓ! Ê�ÎÖ�ÖÌÈËÊÌÑÓ

Í�É"ÎÈÔÖ#$%ÑÒÕ#$%ÑŠÚ! ÌÖ"�ÈÔÖÏ&ÃÓ’(ÛÑÒÕÏ&ÃÓ’(ÛÑŠÚ

)ÈÇÉÊËÈ*+,ÏÛÑËÍÎŸÎŽÏÛ!È---È/
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8 Spektralanalyse
Inhalt: Hier werden Probleme behandelt, die mit der Anwendung der DFT (Kapitel 7)

auf zeitlich unbegrenzte, deterministische Signale in Zusammenhang stehen. Nach einer

kurzen ErlÁuterung des spektralen Leckeffektes wird gezeigt, daÂ dessen stÄrender Ein�

fluÂ bei der Spektralanalyse durch die Verwendung einer Fensterfunktion abgeschwÁcht

werden kann. AbschlieÂend werden die wichtigsten GÀtekriterien der Spektralanalyse

genannt und verschiedene Fensterfunktionen vergleichend gegenÀber gestellt.

8.1 Der spektrale Leckeffekt

In Abschnitt 7.2 wurde bereits auf mÄgliche Fehler bei der Ermittlung der Spektral�

funktion Á(Â) Ä(À) mittels der Diskreten Fouriertransformation eingegangen. Diese

Fehler sind auf die bei Anwendung der DFT notwendige Abtastung und Zeitbegrenzung

des zu untersuchenden Signals Ä(À) zurÀckzufÀhren (vgl. Versuche D7.3 und D7.4).

Der durch die Diskretisierung entstehende Aliasingfehler kann dadurch verkleinert

werden, daÂ vor der Abtastung alle oberhalb der durch das Abtasttheorem bestimmten

Grenzfrequenz ÂÅ/2=1/(2ÃÇÉ) liegenden Spektralanteile durch einen TiefpaÂ heraus�

gefiltert werden, was jedoch stets eine VerfÁlschung des Spektrums zur Folge hat. Eine

weitere MÄglichkeit zur Verminderung des BandÀberlappungsfehlers ist die feinere

Abtastung des Zeitsignals (Verkleinerung von ÇÉ), was allerdings bei gleicher spektraler

AuflÄsung im Frequenzabstand ÂÉ auch eine VergrÄÂerung der StÀtzstellenzahl Ê und

damit einen grÄÂeren Rechenaufwand bedeutet.

Der von der zeitlichen Begrenzung herrÀhrende Abbruchfehler ist bei impulsartigen

Signalen durch geeignete Wahl des DFT-Parameters ÇÅ ebenfalls vermeidbar. Im fol�

genden betrachten wir jedoch zeitlich unbegrenzte Signale, bei denen ein Abbruchfehler

hÁufig unvermeidbar ist. Dies soll durch ein einfaches Beispiel verdeutlicht werden.

Beispiel: Das Spektrum eines periodischen Signals Ä(À)= ÄËÃcos(2ÈÃÂÍÃ À) soll mit Hilfe

der DFT bestimmt werden, wobei ÇÉ=1Îs und Ê=32 betrÁgt. Daraus folgt fÀr die

Breite des Grundintervalls im Zeitbereich gemÁÂ Abschnitt 7.1: ÇÅ=ÊÃÇÉ=32Îs.

In Bild 8.1 sind fÀr zwei Cosinussignale mit unterschiedlichen Frequenzen ÂÍ jeweils

links die DFT-Koeffizienten Ï(Ì) nach (7.17) angegeben, wobei aus DarstellungsgrÀnden

das Grundintervall symmetrisch gewÁhlt (d.h. -Ê/2ÑÌ< Ê/2) und die Signalamplitude

ÄË gleich 1 gesetzt ist. Die beiden rechten Bilder zeigen die jeweiligen Ergebnisse der DFT

in einer logarithmischen und um die Frequenz Â=0 symmetrischen Darstellung.

Wird, wie in Bild 8.1(a), durch die Intervallbreite ÇÅ ein ganzzahliges Vielfaches der

Periodendauer ÇÍ=1/ÂÍ des Cosinussignals erfaÂt, so liefert die DFT das richtige Ergeb�

nis. Die Diracfunktionen liegen hier exakt bei den Frequenzen Ó4Ã ÂÉ=Ó125kHz und

besitzen auch jeweils die richtige HÄhe 0.5 (d.h. es ist 20Ã lg|Ô(4)|=- 6 dB). Der Grund

fÀr das Funktionieren der DFT in diesem Sonderfall ist, daÂ die periodische Fortsetzung

des betrachteten Zeitausschnittes mit dem tatsÁchlichen Signalverlauf Ä(À) Àbereinstimmt.



146 G. SÁder: Simulationsmethoden in der Nachrichtentechnik

 

  

-20

-40

-60

0

-10

 

0

0

0

(a)

(b)

0

d(n)

d(n)

Â

Â

|Ä(À)|20 lg
dB

- ÅÃ2

- ÅÃ2

- ÅÃ2

- ÅÃ2

ÅÃ2

ÅÃ2

ÅÃ2

ÅÃ2

Ç

Ç

|Ä(À)|20 lg
dB

Bild 8.1: Zeitdiskretisiertes und -begrenztes Cosinussignal und das logarithmisch

dargestellte DFT-Ergebnis mit den Parametern TÉ=1Ês und N=32:

(a) der Quotient TË /TÈÍist ganzzahlig: TË =32Ês, TÈ =8Ês, 

(b) der Quotient TË /TÈÍist nicht ganzzahlig: TË =32Ês, TÈ Î 9.14Ês.

In Bild 8.1(b) ist dagegen die Beobachtungsdauer TË kein ganzzahliges Vielfaches der

Periodendauer TÈ. Durch die periodische Fortsetzung des Zeitausschnittes entstehen

PhasensprÁnge um Ï, die zu einer VerfÂlschung fÁhren. Der Spektralbereich besteht nun

nicht mehr aus zwei Diracfunktionen, sondern aus einer annÂhernd "kontinuierlichen"

Frequenzfunktion mit einem Maximum in der NÂhe der tatsÂchlichen Signalfrequenz fÈ
und einer Reihe weiterer Anteile, die man meist Seitenkeulen (engl.: side lobes) nennt.

Die beiden nÂchsten Spektrallinien zu fÈ =109.375kHz liegen bei 3Ì fÉ=93.75kHz

sowie bei 4Ì fÉ=125kHz. Diese Linien besitzen etwa die gleichen Amplitudenwerte,

wÂhrend alle anderen Spektrallinien fast um 10dB (etwa Faktor 3.16) niedriger sind.

Die VerfÂlschung des Spektrums eines zeitlich unbegrenzten, deterministischen

Signals aufgrund der impliziten Zeitbegrenzung der DFT bezeichnet man als spektralen

Leckeffekt. Dadurch werden, wie in Bild 8.1(b) gezeigt, im Zeitsignal nicht vorhandene

Frequenzkomponenten vorgetÂuscht oder es werden tatsÂchlich enthaltene Spektral�

anteile durch die Seitenkeulen verdeckt bzw. kompensiert. 

Dieser zweite Fall soll durch Bild 8.2 verdeutlicht werden: Die DFT wird auf ein

periodisches, aus zwei Cosinusanteilen bestehendes Zeitsignal angewandt, wobei die hÄ�

herfrequente Schwingung eine um den Faktor 100 (40dB) niedrigere Amplitude aufweist:

x(t) = xÑ � cos(2Á � fÓ � t)+
xÑ

100
� cos(2Á � fÔ � t)À .

 
(8.1)
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Bild 8.2: Mittels DFT bestimmter Spektralbereich eines periodischen Zeitsignals
gemÁÂ (8.1), bestehend aus der Summe zweier Cosinusanteile: 

(a) Fensterbreite TÄ gleich einem Vielfachen der Periodendauer TÀ,
(b) Fensterbreite TÄ ungleich einem Vielfachen der Periodendauer.

Die niedrigere Frequenz fÅ sei 125kHz, die hÄhere Frequenz fÃ doppelt so groÂ. Die
Periodendauer ergibt sich demnach wieder zu TÀ=8Çs. FÀr Bild 8.2(a) wurde nun die
Fensterbreite TÄ gleich einem ganzzahligen Vielfachen der Periodendauer TÀ gewÁhlt, so
daÂ die beiden Spektralanteile eindeutig erkennbar sind, und die DFT-Analyse keine
weiteren Frequenzkomponenten suggeriert. Beim Åbergang zu Bild 8.2(b) wurde nur die
Frequenz des niederfrequenteren Cosinusanteils ein wenig weiter verringert, wÁhrend
der zweite Cosinusanteil nicht verÁndert wurde. Aufgrund des Leckeffektes sind nun viele
Spektralanteile neu entstanden, so daÂ der hÄherfrequentere der beiden Signalanteile
verdeckt und somit nicht mehr erkennbar ist.

Diese beiden Beispiele haben gezeigt, daÂ zur Bestimmung der Spektralanteile eines
zeitlich unbegrenzten (d.h. eines leistungsbegrenzten) Signals x(t) die Anwendung der
Diskreten Fouriertransformation ohne ZusatzmaÂnahmen nicht sinnvoll ist. Die GÀte
der Spektralanalyse wird in diesem Fall hauptsÁchlich durch die Anpassung der DFT-
Parameter an die vorliegenden Signalparameter bestimmt.

Ist z.B. die Periodendauer TÀ eines periodischen Signals bekannt, so sollte die Breite
TÄ des fÀr die DFT herangezogenen Signalausschnittes ein ganzzahliges Vielfaches von
TÀÉbetragen. Die Aufgabe der Spektralanalyse ist jedoch gerade das Auffinden irgendwie
gearteter Signalanteile, so daÂ die Kenntnis der Periodendauer TÀ im allgemeinen nicht
vorausgesetzt werden kann.

In den nÁchsten Abschnitten wird als eine solche ZusatzmaÂnahme die Fensterung
mit einer nichtrechteckfÄrmigen Zeitfunktion beschrieben. Dabei beschrÁnken wir uns
hier auf periodische und damit deterministische Eingangssignale. Es soll jedoch darauf
hingewiesen werden, daÂ sich durch den Einsatz dieser Fensterfunktionen auch fÀr die
ParameterschÁtzung stochastischer Signale groÂe Verbesserungen erzielen lassen. Diese
als Periodogramme bezeichneten Verfahren werden z.B. in [29] beschrieben.



148 G. SÁder: Simulationsmethoden in der Nachrichtentechnik

8.2 Fensterfunktionen

Es soll nun versucht werden, das Zustandekommen der unerwÁnschten Seitenkeulen

systemtheoretisch zu erklÂren. Die fÁr die DFT erforderliche Zeitbegrenzung entspricht

der Multiplikation des Zeitsignals x(t) mit einer rechteckfÄrmigen Fensterfunktion w(t)

der Breite TP und der HÄhe 1. Bild 8.3(a) zeigt links die zeitdiskrete Darstellung

w(Â) = w(t)À À
Ä=À �ÅÃ 

(8.2)

dieser eigentlich kontinuierlichen Fensterzeitfunktion w(t), wobei die Laufvariable - wie

in Kapitel 7 - wieder die Werte -N/2ÇÂ <N/2 annehmen kann.

Die Fensterung, d.h. die Begrenzung des Zeitsignals auf einen Ausschnitt der Dauer

TP, bedeutet fÁr den Spektralbereich die Faltung (siehe Abschnitt 6.4) des tatsÂchlichen,

ungefensterten Spektrums X(f) mit der Fouriertransformierten W(f) w(t) der ver�

wendeten zeitkontinuierlichen Fensterfunktion: Y(f) = X(f) *W(f).

Im Fall des Rechteckfensters lautet die Fouriertransformierte W(f)=TPÉsi(ÊÉ fÉTP).

Diese weist, wie aus der rechten Darstellung von Bild 8.3(a) zu ersehen ist, bei Vielfachen

der Frequenz fA=1/TP mit Ausnahme der Frequenz f=0 NulldurchgÂnge auf. Hinweis:

W(f) bezieht sich auf w(t). Die Transformierte WZÂ(f) w(Â) der zeitdiskreten

Darstellung hat dagegen eine Betragsfunktion sin(ÊÉ fÉTP) / sin(ÊÉ fÉTA) mit TP/TA=N

und wegen der zeitlichen Unsymmetrie auch eine Phase ungleich 0 (siehe [27]). 

Liegen alle Spektralanteile des zu transformierenden Zeitsignals x(t) genau bei den

diskreten Frequenzwerten ËÉ fA  (mit -N/2ÇË<N/2), wie es z.B. fÁr Bild 8.1(a) und

8.2(a) zutrifft, so werden die frequenzdiskreten Abtastwerte des Spektrums durch die

Faltung mit W(f) nicht verfÂlscht. Liegt dagegen auch nur eine Spektrallinie auÅerhalb

des durch die DFT festgelegten Frequenzrasters ËÉ fA, so erhÂlt man durch die Faltung

mit W(f) nichtverschwindende Produkte, da die Nullstellen der si-Funktion nun nicht

mehr auf den diskreten Abtastwerten des Eingangsspektrums zu liegen kommen. Dieser

Sachverhalt ist z.B. bei den Bildern 8.1(b) und 8.2(b) gegeben.

Die durch Begrenzung und periodische Fortsetzung entstehenden Unstetigkeiten im

Zeitbereich werden vermindert, wenn statt einer konstanten "1"-Bewertung des Signals

durch das Rechteck die beiden Randbereiche des Fensters schwÂcher gewichtet werden

als die Mitte. Bild 8.3 zeigt einige hÂufig verwendete Fensterfunktionen, wobei in Bild

8.3(a) zum Vergleich das bisher ausschlieÅlich betrachtete Rechteckfenster dargestellt ist.

Durch die geringere Bewertung der bei zeitlich unbegrenzten Signalen besonders pro�

blematischen Randbereiche weisen die (logarithmisch gezeichneten) Spektralfunktionen

W(f) der Bilder 8.3(b) bis 8.3(g) geringere Seitenschwinger auf als die si-Funktion von

Bild 8.3(a), was dementsprechend auch zu geringeren Leckkomponenten fÁhrt.

ZeitverlÂufe, Spektren und Parameter der hier behandelten Fensterfunktionen sind

z.B. in [16] ausfÁhrlich  beschrieben. GrundsÂtzlich kann gesagt werden, daÅ die bessere

UnterdrÁckung der Seitenkeulen stets zu Lasten einer merkbaren Verkleinerung und

Verbreiterung der Hauptkeule geht und damit die FrequenzauflÄsung gegenÁber der

Rechteckfensterung eingeschrÂnkt wird. Hierzu mehr im Abschnitt 8.3.
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Bild 8.3: Zeitdiskrete Darstellung Ï(É) einiger Fensterfunktionen (links) sowie die

dazugehÁrigen logarithmierten Betragsspektren 20Ž lg|Â(Ä)| in dB (rechts): 

(a) Rechteckfenster,

(b) Dreieckfenster (auch Bartlett-Fenster genannt),

(c) Hanning-Fenster (auch von-Hann-Fenster genannt),

(d) Hamming-Fenster,

(e) Blackman-Harris-Fenster (4. Ordnung),

(f) Tukey-Fenster bzw. Cosinus-Rolloff-Fenster (Rolloff-Faktor Ÿ=0.5),

(g) Kaiser-Bessel-Fenster (�=3.5), IÖ : Besselfunktion gemÂÄ (4.64).
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8.3 GÁtekriterien von Fensterfunktionen

Die Auswahl einer geeigneten Fensterfunktion muÁ je nach dem zu untersuchenden

Zeitsignal und den gestellten Anforderungen an das DFT-Spektrum erfolgen. Eine fÂr

alle Anwendungen ideale Fensterfunktion existiert nicht. Einige Kriterien zur Auswahl

einer geeigneten Fensterfunktion sollen nun angesprochen werden.

Minimaler Amplitudenabstand zwischen Haupt- und Seitenkeulen

Die VerfÄlschung des Spektrums aufgrund des Leckeffektes ist um so geringer und

damit das AmplitudenauflÀsungsvermÀgen einer Fensterfunktion um so besser, je grÀÁer

der Abstand zwischen der Haupt- und der hÀchsten Seitenkeule ist. Beim Rechteckfen�

ster ist dieser Abstand erwartungsgemÄÁ mit 13dB am geringsten, beim Dreieckfenster

aufgrund der zu siÀ(ÁÂÄÂÀÅ/2) proportionalen Spektralfunktion Å(Ä) in logarithmischer

Darstellung doppelt so groÁ. Der minimale Amplitudenabstand zwischen Haupt- und

Seitenkeule ist beim Blackman-Harris-Fenster mit 92dB maximal (vgl. Tabelle 8.1).

Seitenkeulenabfall

Da jedoch nicht nur die hÀchste, sondern auch alle weiteren Seitenkeulen zum Leck�

effekt beitragen, ist der Seitenkeulenabfall (z.B. in dB/Oktave) ein weiteres MaÁ fÂr das

AmplitudenauflÀsungsvermÀgen. Von den in Bild 8.3 angegebenen Fensterfunktionen

weisen hierbei das Hanning- und das Tukey-Fenster (auch als Cosinus-Rolloff-Fenster

bezeichnet) mit jeweils 18dB/Oktave die gÂnstigsten Werte auf (vgl. Tabelle 8.1).

6 dB-Bandbreite

Die 6 dB-Bandbreite Ã6dBÃist ein wichtiges MaÁ fÂr das FrequenzauflÀsungsvermÀgen

einer Fensterfunktion. Wenn zwei gleich hohe Diracfunktionen im Spektrum noch als

zwei unterschiedliche Spektralanteile erkannt werden sollen, muÁ der sich durch Faltung

mit der Fouriertransformierten der Fensterfunktion ergebende Schnittpunkt der beiden

Kurven mindestens 6dB (Faktor 0.5) unterhalb des Maximalwertes der Kurven liegen

(vgl. Bild 8.4). Nur dann sind - wie in der rechten Darstellung - trotz der Summation der

beiden Spektralanteile noch zwei Maxima erkennbar.

Das bedeutet, daÁ zwei im Signal vorhandene Spektralanteile bei ÄÇ und ÄÀ nur dann

auch als solche erkannt werden, wenn die Differenz ÄÀ - ÄÇ grÀÁer als die 6 dB-Bandbreite

der verwendeten Fensterfunktion ist.

zwei

Ä

Maxima,
nur ein
Maximum,

Ä(a) (b)

falls
Ã6dB > ÄÀ - ÄÇ

falls
Ã6dB < ÄÀ - ÄÇ

ÄÇ ÄÀ ÄÇ ÄÀ

Bild 8.4: Zum FrequenzauflÀsungsvermÀgen einer Fensterfunktion.
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FensterflÁche

Die FlÁche der verwendeten Fensterfunktion w(t) gibt zugleich die HÂhe W(0) der

Hauptkeule im Spektralbereich an. WÁhrend beim Rechteckfenster die auf die Breite TÉ
normierte FensterflÁche genau 1 ist, und somit die Hauptkeule der Fouriertransfor�

mierten die Amplitude 0dB besitzt, ergibt sich bei jeder anderen Fensterfunktion von

Bild 8.3 aufgrund der UnterdrÄckung der ÁuÀeren StÄtzstellen im Zeitbereich fÄr W(0)

ein kleinerer Wert. Dieser kann aus den Abtastwerten w(Â) berechnet werden:

W(0) =
1

N
� Ä

ÀÅÊ-Ë

ÃÈ-ÀÅÊ
w(Â)Å .

 
(8.3)

Durch die Verwendung einer anderen Fensterfunktion als dem RechteckfensterÇentsteht

somit ein Fehler in der Amplitude des DFT-Ergebnisses, der bei Kenntnis der Fenster�

funktion jedoch vollstÁndig korrigierbar ist.

Maximaler Skalierungsfehler

Der Skalierungsfehler gibt die Differenz (in dB) an, um welche sich die mit der DFT

erhaltene Amplitude von der tatsÁchlichen Amplitude unterscheidet. Der Amplituden�

fehler aufgrund einer FensterflÁche kleiner als 1 wird dabei als korrigiert vorausgesetzt.

Zur Verdeutlichung dieser Definition betrachten wir wieder das Cosinussignal von

Bild 8.1. Bei Rechteckfensterung wird die Spektrallinie durch die DFT richtig erfaÀt,

wenn sie - wie fÄr Bild 8.1(a) zutreffend - genau im vorgegebenen Frequenzraster (ÉÊ fÍ)

liegt. Ist dagegen wie in Bild 8.1(b) die Signalfrequenz  fÎËÉÊ fÍ, so ergeben sich aufgrund

der Faltungsprodukte eine Vielzahl von Spektrallinien, deren hÂchste zwar auch in der

NÁhe von fÎ liegt, jedoch eine kleinere Amplitude als das Original aufweist.

Der Skalierungsfehler wird maximal, wenn die Signalfrequenz fÎ etwa in der Mitte

zwischen zwei diskreten Frequenzwerten liegt. Es ergeben sich dann - wie aus Bild 8.1(b)

deutlich zu erkennen ist -  zwei nahezu gleich hohe Spektrallinien, die beide um etwa

4dB kleiner sind als die tatsÁchliche Spektrallinie.

Der maximale Skalierungsfehler ist somit gleich der Differenz (in dB) zwischen der

Fouriertransformierten W(f) an der Stelle f=0 und an der Stelle f=fÍ/2. Dieser Fehler

ist demnach um so geringer, je breiter die Hauptkeule der Fensterfunktion ist.

Es ist jedoch anzumerken, daÀ bei einer anderen Fensterfunktion als dem Rechteck

stets mit einem Skalierungsfehler zu rechnen ist, also auch dann, wenn die Signalfrequenz

fÎ=ÉÊ fÍ ist. Lediglich fÄr den Maximalwert (bei ungÄnstigster Lage im Frequenzraster)

ergibt sich ein kleinerer Wert als bei Rechteckfensterung.

In Tabelle 8.1 ist unter anderem der maximale Skalierungsfehler fÄr die hier unter�

suchten Fensterfunktionen angegeben. Es ist zu erkennen, daÀ die Funktionen nach

Blackman-Harris und Kaiser-Bessel aufgrund der sehr breiten Hauptkeule hinsichtlich

des maximalen Skalierungsfehlers besonders gÄnstige Werte aufweisen. Dies geht natÄr�

lich auf Kosten des FrequenzauflÂsungsvermÂgens, d.h. diese beiden Fenster besitzen

auch eine ungÄnstige (groÀe) 6dB-Bandbreite.
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Áquivalente Rauschbandbreite

Der StÁreinfluÂ von weiÂem Rauschen wird durch die Äquivalente Rauschbandbreite

hÏÁÂerfaÂt. Der EinfluÂ von StÁrungen ist dabei um so geringer und dementsprechend das

SignalstÁrleistungsverhÄltnis um so grÁÂer, je kleiner hÏÁÄist.
Die Äquivalente Rauschbandbreite wird aus dem flÄchengleichen Rechteck des tief�

paÂartigen Energiespektrums |W(Ï)|À gebildet, wobei als BezugshÁhe der Wert bei der

Frequenz Ï=0 herangezogen wird (vgl. Bild 8.5).

ÅÃ Ç

Ã
|W(Ï)|Ã

Ò ÏÁ =
1

WÀ (0)
� É
ÊË

ÈË
|W(Ï)|ÀÀ dÏÀ

Ã

W(0)

ÏÍÏÎ
Bild 8.5: Zur Definition der Äquivalenten Rauschbandbreite hÏÁ.

Beim Rechteckfenster ist die auf den Abstand ÏÎ der Frequenzabtastwerte normierte

Äquivalente Rauschbandbreite gleich 1. FÅr jede andere Fensterfunktion ergibt sich fÅr

hÏÁ/ÏÎ ein grÁÂerer Wert und damit bei Vorhandensein von RauschstÁrungen stets ein

ungÅnstigeres SignalstÁrleistungsverhÄltnis. Besonders die hinsichtlich des maximalen

Skalierungsfehlers gÅnstigen Funktionen (wie Blackman-Harris, Kaiser-Bessel) besitzen

leider eine besonders groÂe Äquivalente Rauschbandbreite.

Aufgrund des Parsevalschen Theorems (siehe hierzu [24] und Kapitel 11) kann hÏÁ/ÏÎ
auch aus den Abtastwerten w(Ï) des Zeitsignals berechnet werden:

Ò ÏÁ
ÏÎ = ÌÌ � ÑÓÔÀÖÒ

ÕŠÖÓÔÀ w
À(Ï)ÚÀ À À Ì ÑÓÔÀÖÒ

ÕŠÖÓÔÀ w(Ï)ÚÀ
À . (8.4)

Maximaler ProzeÂverlust

Die beiden zuletzt genannten GÅtekriterien, nÄmlich der maximale Skalierungsfehler

sowie der Verlust an SignalstÁrabstand, der durch die Äquivalente Rauschbandbreite hÏÁ
beschrieben wird, werden hÄufig zum maximalen ProzeÂverlustÑVÛ (meist ebenfalls in dB

angegeben) zusammengefaÂt. Somit gilt:

VÛ = 10 � lg
|W(Ï = 0)|À

|W(Ï = ÏÎÍ2)|À + 10 � lg
Ò ÏÁ
ÏÎ À . (8.5)

Aus Tabelle 8.1 erkennt man, daÂ der maximale ProzeÂverlust fÅr die hier betrachteten

Fensterfunktionen stets Werte zwischen 3 und 4dB annimmt, wobei Fensterfunktionen

mitÑVÛ>3.7dB mÁglichst nicht verwendet werden sollten.
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8.4 Vergleich der verschiedenen Fensterfunktionen

AbschlieÁend werden die Fensterfunktionen von Abschnitt 8.2 hinsichtlich der in
Abschnitt 8.3 genannten Kriterien vergleichend gegenÂbergestellt. Das Ergebnis ist in
Tabelle 8.1 zusammengestellt. Die wichtigsten Kriterien fÂr die Auswahl einer geeigneten
Fensterfunktion sind dabei:

- ein mÄglichst kleiner Wert fÂr den maximalen ProzeÁverlust ÓÂ, der den maximalen
Skalierungsfehler und die Àquivalente Rauschbandbreite beinhaltet,

- ein mÄglichst groÁer minimaler Abstand zwischen Haupt- und Seitenkeule,

- eine mÄglichst geringe 6dB-Bandbreite aus GrÂnden einer mÄglichst guten Frequenz�
selektivitÀt. 

Tabelle 8.1: KenngrÄÁen der verwendeten Fensterfunktionen.

Rechteck

Dreieck

Hanning

Hamming

Blackman-Harris (4. O.)

Tukey-Fenster 

Kaiser-Bessel (  =3,5)

13 dB

26 dB

32 dB

43 dB

92 dB

15 dB

82 dB

3.92 dB

1.82 dB

1.42 dB

1.78 dB

0.87 dB

2.24 dB

0.89 dB

1.21

1.78

2.00

1.81

2.72

1.57

2.57Ä

 6 dB

12 dB

18 dB

 6 dB

 6 dB

18 dB

 6 dB

1.00

0.50

0.50

0.54

0.36

0.75

0.37

3.92 dB

3.06 dB

3.18 dB

3.10 dB

3.88 dB

3.11 dB

3.74 dB

1.00

1.33

1.50

1.36

2.00

1.22

1.93

M
in
im
al
er
 A
b
st
a
n
d

H
au
p
t-
/S
ei
te
n
k
eu
le

S
ei
te
n
k
eu
le
n
ab
fa
ll

p
ro
 O
k
ta
ve

6 
d
B
-B
an
d
b
re
it
e,

n
o
rm
ie
rt
 a
u
f 
À

F
en
st
er
fl
Åc
h
e 
W
(0
),

Â

M
ax
im
al
er

S
k
al
ie
ru
n
gs
fe
h
le
r

M
ax
im
al
er

P
ro
ze
Ã
ve
rl
u
st
 
Â

Åq
u
iv
al
en
te
 R
a
u
sc
h
-

b
an
d
b
re
it
e,
  
n
o
rm
ie
rt

Ç É

n
o
rm
ie
rt
 a
u
f 

Ê

Fensterfunktion K
en
ng
rÄ
Áe
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Die Zahlenwerte von Tabelle 8.1 machen deutlich, daÁ es sich um teilweise gegen�
lÀufige Anforderungen handelt. Fenster mit einem hohen ProzeÁverlust (>3.7 dB) sind
neben dem Rechteck die Funktionen von Blackman-Harris und Kaiser-Bessel, die
jedoch bezÂglich des Haupt-/Seitenkeulenabstandes am besten sind. Ein tragbarer Kom�
promiÁ hinsichtlich aller Kriterien ist das Hamming-Fenster entsprechend Bild 8.3(d).
Dieses wird in Å8.1 nÀher beschrieben. Obwohl sich das Hanning-Fenster gemÀÁ Bild
8.3(c) von diesem im Zeitbereich nur geringfÂgigig unterscheidet, ist im Spektralbereich
der Unterschied zwischen diesen beiden Fensterfunktionen trotzdem betrÀchtlich.

Zusammenfassend ist nochmals zu betonen, daÁ es ÖiÒ ideale Fensterfunktion nicht
gibt. Zur Spektralanalyse sollten daher stets mehrere Fensterfunktionen herangezogen
werden, oder zumindest eine Fensterfunktion mit verschiedenen Parametern. 



1558  Spektralanalyse

8.5 Vorbereitungsfragen

V8.1: Im folgenden sollen die Eigenschaften des Hanning-Fensters nÁher untersucht
werden. FÂr dessen Zeitfunktion gilt im Zeitbereich von -TÁ/2 bis TÁ/2:

Õ(Š) = cosÂ(Ä � ŠÀTÁ)= 0.50 + 0.50 � cos(2Ä � ŠÀTÁ)Ä . (8.6)

AuÀerhalb dieses Bereichs ist Õ(Š) identisch Null.

a) Berechnen Sie die dazugehÅrige Spektralfunktion Ú(Û).

b) Berechnen Sie die DFT-SpektralstÂtzstellen Ú(Å) = Ú(Û)Ä ÄÃÇÉÊÃË 
.

c) Wie groÀ ist die hÅchste Seitenkeule? Ermitteln Sie den Amplitudenabstand zwischen
Hauptkeule und hÅchster Seitenkeule. ÃberprÂfen Sie Ihr Ergebnis mit Hilfe von
Tabelle 8.1 im Abschnitt 8.4.

d) Ermitteln Sie mit einer Rechnung den maximalen Skalierungsfehler des Hanning-
Fensters.  ÃberprÂfen Sie Ihr Ergebnis anhand der Tabelle 8.1 im Abschnitt 8.4.
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V8.2: Gegeben sei ein cosinusfÁrmiges Zeitsignal mit der (normierten) Frequenz  fÜ=1.

Mit Hilfe der DFT soll aus einem Zeitausschnitt der Dauer TÙ die Spektralfunktion

ermittelt werden. ZunÂchst sei TÙ=3.

a) Welche Fensterfunktion liefert fÄr dieses Signal und diesen DFT-Parameter das

beste Ergebnis? BegrÄndung.

b) Aus wievielen Abtastwerten ungleich 0 besteht demgegenÄber das DFT-Spektrum

bei Verwendung des Hanning-Fensters, ebenfalls mit TÙ=3? Wo liegen diese?

c) Im folgenden gelte TÙ=2.5. BegrÄnden Sie, warum sich bei Rechteckfensterung das

nachfolgende Linienspektrum Y(f) = X(f) *
do
W(f) einstellen wird, wenn die Amplitude

des Cosinussignals  xÂ = 2 ist. Wie kommen insbesondere die Zahlenwerte 0.707 und

0.579 zustande? Warum ist der Abtastwert bei  f = 0.8 grÁÀer als der bei  f = 1.2?

Ä
f

0.8 1.2 2.0 2.8

ÀÅÃÇÅÇ

ÅÃÉÅÉÅÃÉÅÉ
ÅÃÊÉËÅÃÊÉË

ÅÃÈÊÊ

ÀÅÃÍÎÇ

ÅÃÅÏÊÅÃÅÏÊ

Y(f)

ÀÅÃÇÅÇ

ÀÅÃÍÎÇ

-0.8-1.2-2.0-2.8
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d) Die folgende Skizze zeigt das Linienspektrum Y(f) = X(f) *
do
W(f) nach dem Hanning-

Fenster fÁr TP=2.5. Wie kÂnnen die Gewichte der Spektrallinien aus den Zahlen�
werten von c) ermittelt werden? ÄberprÁfen Sie die Werte fÁr  f = 0.8 und f = 1.2.

f
0.8 1.2

ŸŽ4�5

ŸŽŸ�5

Y(f)

-0.8-1.2

ŸŽ4��ŸŽ4��ŸŽ4�5

ŸŽŸ�9ŸŽŸ�9

�ŸŽŸ�4

ŸŽŸ�5

�ŸŽŸ!��ŸŽŸ!�

e) Warum sind nun die Spektrallinien bei  f = 0.8 und f = 1.2 nahezu gleich? Betrachten
Sie hierzu die Spektralfunktion W(f) des Hanning-Fensters in Bild 8.3(c).



158 G. SÁder: Simulationsmethoden in der Nachrichtentechnik

8.6 VersuchsdurchfÁhrung

Benutzen Sie zur DurchfÁhrung des Versuchs D8.1 wieder das Programm "dft", fÁr die

weiteren Aufgaben das Programm "spa". 

"#$%: Im ersten Versuch soll als Beispiel einer periodischen Funktion das Cosinussignal

mit der Frequenz fÂ und verschiedenen DFT-Parametern transformiert werden. 

a) WÂhlen Sie zunÂchst die Parameter fÂ = 2, N = 16 und TÄ=À. Veranschaulichen Sie

sich nochmals das Prinzip der DFT anhand der finiten Signale (MenÁpunkt 3) und

beschreiben Sie die ausgegebenen Graphen.

b) WÂhlen Sie nun bei sonst gleichen Parametern die Signalfrequenz zu  fÂ = 4. Welche

Eigenschaften erkennt man in diesem Fall?

c) WÂhlen Sie nun die Parameter fÂ = 4, N = 8 und TÄ=À. Interpretieren Sie das jetzt

ungenÁgende Ergebnis.

d) Welcher Effekt ist bei der Parameterwahl fÂ = 3, N = 8 und TÄ=ÀÅfestzustellen?
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D8.2: Benutzen Sie fÁr alle weiteren Versuche den MenÁpunkt 2 des Programms "spa"

und N = 512. Bei Bedarf kÂnnen Sie die Fensterfunktionen im Zeit- und Frequenz�

bereich betrachten (MenÁpunkt 1). 

a) Als Beispiel eines zeitbegrenzten Signals wird zunÄchst der Dreieckimpuls mit &t= 1

behandelt. Zeigen Sie anhand des mittleren quadratischen Fehlers am Beispiel des

Hanning-Fensters (TÁ=’,( ohne FensterflÄchenanpassung), daÀ hier durch eine

Fensterung keine Verbesserung erzielt werden kann. BegrÁnden Sie das Ergebnis.

MQF("Rechteck") =
. . . . . . . . . . . .

MQF("Hanning") =
. . . . . . . . . . . .

b) Betrachten Sie nun das periodische Dreiecksignal (&t= 1, fÂ= 0.5, d.h.: &t) fÂ= 0.5).

Wie unterscheidet sich dessen Spektrum von der Spektalfunktion nach Punkt a)?

c) WÄhlen Sie zur Fensterung ein Rechteck mit TÁ= 16 bzw. TÁ= 15. Tragen Sie den

mittleren quadratischen Fehler (ohne FensterflÄchenanpassung) in nachfolgende

Tabelle ein. Warum ist die Zeitbegrenzung TÁ= 15 besonders ungÁnstig gewÄhlt?

a)

b)

Rechteckfenster

Hanning-Fenster

MQFÅ fÁrÅTÁ = 16 MQFÅ fÁrÅTÁ = 15

d) Wiederholen Sie den Versuch c) mit dem Hanning-Fenster (TÁ= 16 bzw. TÁ= 15).

Tragen Sie wieder den mittleren quadratischen Fehler in obere Tabelle ein und inter�

pretieren Sie die Ergebnisse.

e) Bewerten Sie die AussagefÄhigkeit des mittleren quadratischen Fehlers aufgrund der

letzten beiden Versuche, jeweils fÁr TÁ= 15.
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D8.3: Nun betrachten wir ein Cosinussignal mit der (normierten) Frequenz f* = 0.5 und

Amplitude 2. Somit sind die Gewichte der Spektrallinien bei+f* und -f*  jeweils 1. Wenn

nicht ausdrÁcklich etwas anderes angegeben ist, gelte stets N = 512 und T+ = 15. 

a) WÂhlen Sie zunÂchst das Rechteckfenster. Welche der DFT-Koeffizienten charak�

terisieren die Spektrallinie bei f*? Wie groÄ ist jeweils der Skalierungsfehler? Notieren

Sie in nachfolgende Tabelle auch die Werte der Spektrallinien bei f = 0 und f = 1.

Rechteckfenster

Hanning-Fenster

Y(0 � f/) Y(7 � f/) Y(8 � f/) Y(15 � f/)

(ohne FF-Anpassung)

Hanning-Fenster
(mit FF-Anpassung)

b) Wiederholen Sie den letzten Versuch mit dem Hanning-Fenster (T+=15) und tragen

Sie die Ergebnisse in obige Tabelle ein. Interpretieren Sie die Unterschiede zu a).

c) Welche Werte ergeben sich fÁr das Hanning-Fenster bei FensterflÂchenanpassung.

Hinweis: WÂhrend beim Rechteckfenster die auf die Breite N normierte FensterflÂche

immer 1 ist, wird bei Verwendung einer anderen Fensterfunktion die Amplitude der

Hauptkeule kleiner, da die FensterflÂche durch die UnterdrÁckung der Randbereiche

um den Faktor W(f = 0) kleiner wird. Dieser Amplitudenfehler soll hier korrigiert

werden. Tragen Sie die korrigierten Werte in die letzte Zeile obiger Tabelle ein. 
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d)  Interpretieren Sie Ihre Ergebnisse der Teilversuche a) und c) auch im Hinblick der
Angaben von Tabelle 8.1. 

e) Áberlegen Sie sich anhand des Hanning-Fensters (TP=16), daÂ der mittlere quadra�
tische Fehler ohne FensterflÄchenanpassung trotzdem kleiner ist als mit.

f) Welche der in Tabelle 8.1 aufgefÀhrten Fenster kommen in Frage, wenn der Haupt-/
Seitenkeulenabstand grÅÂer als 80 dB sein soll?

g) WÄhlen Sie nun das Blackmann-Harris-Fenster 4. Ordnung und bestimmen Sie die in
nachfolgender Tabelle aufgefÀhrten GrÅÂen. Wie groÂ ist der Skalierungsfehler mit
und ohne FensterflÄchenanpassung? Vergleichen Sie diese Werte mit den Angaben in
Tabelle 8.1.

Y(0 � fA) Y(7 � fA) Y(8 � fA) Y(15 � fA)

Blackman-Harris
(ohne FF-Anpassung)

Blackman-Harris
(mit FF-Anpassung)
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D8.4: In diesem Versuch soll ein aus zwei Cosinusanteilen zusammengesetztes Signal

untersucht werden. FÁr die StÁtzstellenzahl bei der DFT gelte weiterhin N = 512, der

Zeitausschnitt sei stets T7 = 10.

a) Es sei f; = 1.0, f< = 1.2 und A; = A< = 2. Als Fensterfunktion soll zunÂchst das

Rechteckfenster ausgewÂhlt werden. Warum ist diese Fensterbreite bei diesem Signal

besonders gÁnstig?

b) VerÂndern Sie nun die beiden Frequenzen auf  f; = 1.05 und f< = 1.25. Warum ist  bei

Rechteckfensterung der Parameter T7 = 10 besonders ungÁnstig? Wie mÁÄte die

Fensterbreite T7 vergrÀÄert werden, damit man mit der DFT das gleiche Spektrum

wie bei der kontinuierlichen Fouriertransformation erhalten wÁrde? 

c) Sind bei Rechteckfensterung mit T7 = 10 die beiden Frequenzanteile f; = 1.05 und

f< = 1.25 noch unterscheidbar? Wie groÄ darf die 6 dB-Bandbreite der verwendeten

Fensterfunktion hÀchstens sein, damit die beiden Spektralanteile noch unterschieden

werden kÀnnen? Wie sieht es beim Tukey-Fenster (r = 0.5) und beim Blackmann-

Harris-Fenster 4. Ordnung aus?

d) Es gelte nun: f; = 0.55, f< = 1.05. AuÄerdem sei die Amplitude der hÀherfrequenten

Schwingung um 40 dB kleiner: A; = 2, A< = 0.02. Die Gewichtung soll mit dem

Rechteck-, Hanning-, Hamming- bzw. Kaiser-Bessel-Fenster (Â = 3.5) erfolgen.

Welche dieser Fenster sind fÁr dieses Problem brauchbar, welche nicht? BegrÁndung.
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8.7 Ábungsaufgabe

Á8.1: Schreiben Sie ein Unterprogramm >vo?@ CEFGoCHC?gIFJK CEMOQRuSU>, das einen
Ausschnitt eines Cosinussignals mit dem Hamming-Fenster gewichtet und dessen
Spektralfunktion mittels DFT berechnet. Die Dateiheader mÁssen lauten:

ÁÂ ÄÀÅÃÇÉÊËÈÀÉÍÉÅÎÏËÌÑÉÊÓÔÖÒÕŠÚ ÛÜÜÂ ÉÕÙÒÀÕÖÅÏÓÇÉÊËÈÀÉÍÉÅÎÏËÌÑÉÊÓÔÖÒÕŠÚ

ŸÌÀËÖÇÉÅÎÏËÌŽ��ÑÉÊÓÔÖÒÕŠŽ��� ÒÓËÌÇÉÅÎÏËÌÍ�Â!""ÚÑÉÊÓÔÖÒÕŠÍ�Â!""Ú

Hierbei ist folgendes zu beachten:

1. Das mit der Fensterfunktion multiplizierte Cosinussignal soll mit dem Feld >C?gIFJ>
an das Hauptprogramm Ábergeben werden, die dazugehÂrige Spektralfunktion mit
dem Feld >CEMOQRuS>. Beide Felder haben jeweils eine GrÂÄe von 512. 

2. Der darzustellende Zeit- und Frequenzbereich liegt zwischen -8 und 8 (normiert).
Somit betrÀgt der Abstand zweier Abtastwerte jeweils 1/64. Das erste Feld (mit dem
Index 0) beinhaltet den Signal- bzw. Spektralwert bei -8, das letzte (mit dem Index
511) die Werte bei 8 - 1/64. Die Zeit Q = 0 bzw. die Frequenz X = 0 wird somit jeweils
durch das Feldelement 257 bezeichnet.

3. Die Signalfrequenz sei  X# = 0.5, der Zeitausschnitt des Hamming-Fensters betrage
Y$ = 16, beinhaltet also den gesamten darstellbaren Bereich. 

4. FÁr den Åbergang in den Spektralbereich kÂnnen Sie das in Å7.2 erzeugte Programm
verwenden: >XXQH[\K ]K ^MK _SK Y‘U>. Der Long-Parameter >@?R> = 1 zeigt an, daÄ die
Transformation vom Zeit- in den Frequenzbereich erfolgen soll. >^M> und >_S> sind
formale Felder fÁr Real- und ImaginÀrteil; letzteres muÄ intern mit der Dimension
] = 512 definiert werden.

5. Vor dem Aufruf der FFT muÄ ein Sortieren in die Grundfolge durchgefÁhrt werden,
d.h. in >^M> und >_S> muÄ der negative Zeitbereich rechts an den positiven Zeit�
bereich angefÁgt werden. Das erste Feldelement beim Aufruf von >XXQ> kennzeichnet
den Abtastwert bei Q = 0. Nach der FFT beinhaltet das erste Feldelement den Spek�
tralwert bei X = 0. AnschlieÄend muÄ rÁcksortiert werden.

6. Es soll eine FensterflÀchenanpassung durchgefÁhrt werden. WÀhrend beim Rechteck�
fenster die auf die Fensterbreite ] normierte FensterflÀche 1 ist, wird bei Verwendung
einer anderen Fensterfunktion die Amplitude der Hauptkeule im Spektralbereich
kleiner. Dieser Amplitudenfehler soll im Programm >CEFGoC> korrigiert werden.
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Zum Ábersetzen und Binden Ihres C-Programms kÂnnen Sie die Prozedur "mkspa" (bei
Fortran77: "mkspa -f") verwenden. Testen Sie Ihr Programm "spacos" durch Aufruf von
"spa" mit dem MenÄpunkt 3 im Vergleich zum MenÄpunkt 2.
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MusterlÁsungen der Vorbereitungsfragen (1. Termin)

1 - p
a

= pÂÄh
ÀNÅÃ - pÃÄ Ç É ÊËÂ ÈÂ

1

4 � N � ÉÍNach (1.4) gilt:

Mit É = 0.005 : 1 - p
a

= pÂÄh
ÀNÅÃ - pÃÄ Ç 0.005 ËÂ ÈÂ

1

4 � 10Î � 0.005Í = 0.1

p
a

= pÂÄh
ÀNÅÃ - pÃÄ < 0.005 ËÂ Ç 0.9Â (90%)

a)

ÏÌÑÌÓ

1

4 � N � ÉÍ È 0.05

N Ç 1

4 � 0.05 � 0.002Í = 1.25 � 10Ô
É = 0.004 � 0.5 = 0.002mitb)

pÖ = pÒ = pÍ = pÕ =
1

M
=

1

4
:

mÒ = ŠÚ
ÃÛÒ pÃ � zÃ =

1

4
� (0 + 1 + 2 + 3) = 1.5

mÍ = ŠÚ
ÃÛÒ pÃ � z ÍÃ =

1

4
� (0Í + 1Í + 2Í + 3Í) = 3.5

Ü Í= mÍ - mÍÒÂ = 3.5 - 1.5Í = 1.25 Ü = 1.118

a)

ÏÌÑÙÓ

mÒ = mÍ = pb) Ü = p - pÍŸ Â . Mit pÁ=Á0.5: mÒ = Ü = 0.5

V1.3

V1.4

pÃ Š pÃ

Binomialverteilung mit  I=5 und p=0.4z Ž���0, 1, 2, 3, 4, 5 �
pÃ = p(z = !) = "I!# � pÃ

� (1 - p)I$Ã = "5!# � 0.4Ã
� (0.6)Î$Ã

"5
0# = "5

5# = 1 "5
1# = "5

4# = 5 "5
2# = "5

3# = 10

0.078 0.259 0.346 0.230 0.077 0.010 1.000

0.135 0.271 0.271 0.181 0.090 0.036 0.983

! = 0 ! = 1 ! = 2 ! = 3 ! = 4 ! = 5

ÏÌÑ%Ó
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1 2 3 4 50

0.35

0.30

0.25

0.20

0.15

0.10

0.05

0.00

Binomialverteilung PoissonverteilungD  d

D

D

D

D

D

D

pm

Â

Exakte Werte:

Nach obiger Skizze besitzen beide Verteilungen den gleichen Mittelwert. Die

Poissonverteilung hat eine grÁÂere Streuung, da die "Randwahrscheinlichkeiten"

pÄ und  pÀÅgrÁÂer sind als bei der Binomialverteilung. AuÂerdem kÁnnen auch

Werte grÁÂer als 5 auftreten, hier mit einer Wahrscheinlichkeit von 1.7%.

Binomialverteilung:

Poissonverteilung:

ÃÇÉÊ0, 1, 2, 3, 4, 5, ... Ëpm =
Èm

Â !
� eÍl =

2m

Â !
� eÍÎ mit Â

mÏ = I � p = 2

Ì = I � p � (1-p)Ñ Ó 1.095

mÏ = È = 2

Ì = ÈÔ Ó 1.414

ÖÒÕŠÚ

G(D) = DÛ +DÎ +D+ 1 (gÛÅgÎÅgÏÅgÄ)=(1111)ÜÙŸ=(17)Ž��

Ö�ÕÒÚ

a)

(D� 1+ ) : ( D! +D+1 ) =D+1 
! "D +D +D�

0

+D"

+D

! "D +D +D/ 1+
! "D +D +D 1+

Anmerkung:

In der Modulo-2-Algebra gilt "-1" = "+1".

q.e.d.

Deshalb ist auch zwischen Modulo-2-Addition

und Modulo-2-Subtraktion kein Unterschied.

b)
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Bei einem primitiven Polynom vom Grad L=3 liefern alle Polynomdivisionen

(DÂ+1)/G(D) mit nÁ<Á2ÄÀ- 1=7 einen von Null verschiedenen Rest.

Hier liefert bereits n=4 den Rest 0 Generatorpolynom ist nicht primitiv

keine Folge maximaler LÂnge: PÂ<Ä7

c)

Zyklus

SRÅ

SRÃ

SRÇ

É

bÊ

Ë

0

Ë

0

1

0

1

0

1

0

1

2

1

0

1

0

3

0

1

0

1

4

1

0

1

0

5

0

1

P=2

d)

Folge: 01010101 ...

Zyklus

SRÅ

SRÃ

SRÇ

É

bÊ

É

0

Ë

1

1

0

1

1

0

1

1

2

0

0

0

1

3

0

1

0

0

4

1

1

1

0

5

1

0

P=4

e)

Folge: 10011001 ...

ÈÍÎÍÏ

a)

( ÌÑ 1+ ) : ( ÌÇ +1 ) = Ì+1 
ÇÌ +ÌÑ

+ÌÃ

+Ì

ÇÌ +Ì 1+
Ç ÃÌ +Ì 1+

n=4:

+ÌÃÌ (Rest!)

( ÌÓ 1+ ) : ( ÌÇ +1 ) = Ì+1 
ÑÌ +ÌÓ

+ÌÃ

+Ì

ÑÌ +Ì 1+
Ñ ÇÌ +Ì Ì+

+ÌÃÌ

n=5:

(Rest!)

ÌÃ+
Ã

Ã

ÇÌ + 1+

Ì

ÃÌÇÌ + 1+
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( D6 1+ ) : ( D3 +1 ) = D
5D +D6

+D2

+D

5D +D 1+
5 4D +D D+

+D3D

D2+
3

3

4D + 1+
3D4D +

n=6:

(Rest!)

D3+

2

2

D+

D 1+2 D+

( D7 1+ ) : ( D3 +1 ) = 1
6D +D7

+D2

+D

6D +D 1+
6 5D +D D+

+D4D

D2+
4

4

5D + 1+
4D5D +

D4 +

3

3

D+

D 1+3 D+

n=7:

(keiÄ Rest!)

D3+

2

2

D 1+3 D+ 2
priÀitives ÅoÃyÄoÀ

bÂ

bÂ-1 bÂ-2 bÂ-3

SR1 SR2 SR3

gÄÀÅÃ

(g3 g2 g1 g0)=(1101)bin=(15)okt

Pmax=2Ç-1=7

(dÇ priÀitives ÉeÄerÇtorpoÃyÄoÀ)

Ê)

ZykÃus

SR1

SR2

SR3

Í

bÂ

Î

0

Î

1

P=71

0

1

1

1

1

1

2

1

0

1

1

3

0

0

0

1

4

0

1

0

0

5

1

0

1

0

6

0

1

0

1

7

1

1

1

0

8

1

1

c)

GR (D) = D3 � (1 +D-2 +D-3) = D3 +D+ 1Ë .d)

ÈÄverse FoÃge zu  ... 1 1 0 0 1 0 1 ... , ÇÃso ... 1 0 1 0 0 1 1 ...   (eÊeÄfÇÃÃs P=7)e)

3 ÍuÃÃeÄ uÄd 4 EiÄseÄ. AÃÃgeÀeiÄ 2Ç-1ÁÂ-Î1 ÍuÃÃeÄ uÄd 2Ç-1Á EiÄseÄ.Â f)

uÄipoÃÇr (0, 1):
m1 = m2 =

2Ç-1

2Ç - 1
Ë ; Ï 2 = m2 -m2

1
=

2Ç-1
� (2Ç-1 - 1)

(2Ç - 1)2

ÊipoÃÇr (-1, +1):
m1 =

1

2Ç - 1
Ë ; m2 = 1Ë ; Ï 2 = 1 -

1

(2Ç - 1)2

g)
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V3.1:

p(O|L)=1

O Ï

p(L|O)=0.25p(O|O)=0.75 p(L|L)=0

p(L|O) = 1 - p(O|O) = 0.25

p(O|L) = 1 - p(L|L) = 1

a)

b) Allgemein gilt:

  pÂ(O) = p(O|O) � pÂÄÀ(O) + p(O|L) � pÂÄÀ(L)Â ,

     pÂ(L) = p(L|O) � pÂÄÀ(O) + p(L|L) � pÂÄÀ(L)Â .

Wegen p(L|L) = 0 gilt hier:

     pÂ(L) = p(L|O) � pÂÄÀ(O) und pÂ(O) = 1 - pÂ(L)

Å = 1 :Â Â pÂ(L) = 0 Â Â pÂ(O) = 1

Å = 2 :Â Â pÂ(L) = 0.25 Â Â pÂ(O) = 0.75

Å = 3 :Â Â pÂ(L) = 0.25 � 0.75 = 0.1875 Â Â pÂ(O) = 0.8125

Â Â pÂ(O) = 0.7969Å = 4 :Â Â pÂ(L) = 0.25 � 0.8125 = 0.2031

c) Ergodische Wahrscheinlichkeiten:

     p(L) = 0.25 � p(O)

p(O) + p(L) = 1
p(O) = 0.8, p(L) = 0.2

d) Bei statistischer UnabhÁngigkeit muÄ gelten:

  p(O|O) = p(O|L) = 0.75,

  p(L|O) = 1 - p(O|O) = 0.25Â (= p(L|L)).

p(O|L)=0.75

O Ï

p(L|O)=0.25p(O|O)=0.75 p(L|L)=0.25

Die Realisierung einer solchen statistisch unabhÁngigen Zufallsfolge geschieht gemÁÄ

den AusfÀhrungen in Abschnitt 1.5 und Åbungsaufgabe Å1.1. Zur Simulation einer

Folge mit statistischen Bindungen sei auf die Åbungsaufgabe Å3.1 verwiesen. 
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V3.2:

a) n = 1 :Â Â ÌÂ(0) = Ì(0| - 1) � ÌÄ(- 1) + Ì(0|0) � ÌÄ(0) + Ì(+ 1| + 1) � ÌÄ(+ 1)

ÌÂ(0) = 0.5 �
1

3
+ 0.5 �

1

3
+ 0.5 �

1

3
= 0.5.

Die Symmetrie bezÁglich der Symbole "-1" und "+1" ist bereits aus dem Markov�

diagramm ersichtlich. Daraus folgt: ÌÂ(-1) = ÌÂ(+1) = 0.25.

b) Die Nachrichtenquelle ist  nicht stationÄr, da sich z.B. schon die Symbolwahrschein�

lichkeiten zu den Zeitpunkten À = 0 und À = 1 unterscheidenÅ

c) Berechnung der Symbolwahrscheinlichkeiten zum Zeitpunkt À = 2:

ÌÃ(0) = 0.5 � 0.5 + 0.5 � 0.25 + 0.5 � 0.25 = 0.5.

Aus der Symmetrie bezÁglich der Symbole "-1" und "+1" folgt wieder:

 ÑÑÑÑÑÑÌÃ (-1) = ÌÃ (+1) = 0.25.

d) Aus den Ergebnissen von (a) und (c) folgt, daÀ die 3 Symbolwahrscheinlichkeiten zu

den Zeitpunkten À = 1 und À = 2 gleich sind. Da die Berechnung fÁr À = 3 nach

genau den gleichen Gleichungen erfolgt wie fÁr À = 2, ergeben sich fÁr À = 3 und fÁr

alle spÄteren Zeitpunkte ÇÀ É 3) auch die gleichen Zahlenwerte:ÑÑÑ

ÑÑÑÑÑÑÑÑÑÑÑÌÊ (0) = 0.5, ÑÌÊ (-1) = ÌÊ (+1) = 0.25.

Das heiÀt: Die Markovkette ist ab À = 2 im eingeschwungenen Zustand.ÑÑ

e) Das Symbol "0" ist im statistischen Mittel doppelt so hÄufig wie die Symbole "-1"

bzw. "+1". Weiterhin kann das Symbol "+1" nicht direkt auf "+1" folgen. Gleiches

gilt fÁr "-1". Ñ

+1

-1

1 4 7 8 9
n = ÓËT

f) Nur das Symbol "0" kann unmittelbar wieder auf das Symbol "0" folgen. Die Wahr�

scheinlichkeit hierfÁr ist Ì(0)ÅÌ(0|0) = 0.25.

g) Mittelwert: ÔÂ = 0.25Å(-1) +0.5Å(0) +0.25Å(+1) = 0, 

Varianz: s
Ã = 0.25Å(-1)Ã +0.5Å(0)Ã +0.25Å(+1)Ã = 0.5. 
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MusterlÁsungen der VersuchsdurchfÂhrung (1. Termin)

 

90%-Grenzkurve (simuliert)

 

 0.010

0.008

0.006

0.004

0.002

0.000
Ö

10000
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

(1)

(2)

(3)

Â(Ö)

ÄÀÅÀÃ

a)

90%-Grenzkurve (berechnet)

b) Es ist ersichtlich, daÁ die betragsmÂÁige Abweichung Â(Ö) bei den einzelnen

MeÁreihen mit wachsendem Ö nicht notwendigerweise monoton abfÂllt. WÄrde man

Äber diese drei MeÁreihen mitteln, so wÄrde die abfallende Tendenz der Funktion

Â(ÖÒ deutlicher. Bei einer Mittelung Äber "unendlich viele" MeÁreihen ergÂbe sich

tatsÂchlich ein monoton abnehmender Kurvenverlauf. 

ÕÇÂ É ÂÊËÈÍÎÀ ÏÀ
1

4 �Ö � ÂÌ
ÊËÈ

= 10%

c) 90%-Bereich: AusgefÄllte Punkte in obigem Bild

ÂÊËÈ =À
1

4 � 0.1 � Ö
Ñ

Ö = 10000 :À ÂÊËÈ = 0.0158

Ö = 30000 :À ÂÊËÈ = 0.0091

Ö = 50000 :À À ÂÊËÈ = 0.0071

Ö = 100000 :À ÂÊËÈ = 0.0050

d) Die weiÁ gefÄllten Kreise sind die Ergebnisse einer Simulation Äber 100 MeÁreihen.

Diese Punkte wurden so bestimmt, daÁ 90% der MeÁpunkte unterhalb lagen. Auf�

grund der kleinen Anzahl von Versuchsreihen (100) ist dieser Verlauf nicht monoton

fallend.  Es wird deutlich, daÁ die auf der Tschebyscheffschen Ungleichung basierende

Formel (1.4) nur eine grobe Schranke fÄr die tatsÂchliche Wahrscheinlichkeit dar�

stellt. Eine genauere, aber kompliziertere Grenzkurve stammt von Bernstein. 

         

ÄÀÅÓÃ FÄr ÖÅ=Å100Å000: h(0) = 0.2995 Ô h(0|0) = 0.2970

h(1) = 0.7005 Ô h(1|0) = 0.7030

D.h.: Zufallszahlen sind im Rahmen der Simulationsgenaugkeit stat. unabhÂngig.
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D1.3: a) p = 0.4, I = 5: ŠÂÄÀ ÅV1.3) = 0.0027 fÁr Ú = 1,

b) Û = 2: ŠÂÄÀ ÅV1.4) = 0.0022 fÁr Ú = 1.

D1.4: Statistisch unabhÂngig, wenn gilt:

h(0) Ã h(0|0) Ã h(0|1), h(1) Ã h(1|0) Ã h(1|1).

Kennzahl stat.

a) 1000

b) 2000

c) 3000

abhÂngig ?h(0) h(1) h(0|0) h(0|1) h(1|0) h(1|1)

0.7506 0.2494 0.7516 0.7473 0.2484 0.2527 nein

0.7475 0.2525 0.7977 0.5989 0.2023 0.4011 ja

0.5005 0.4995 0.2019 0.7996 0.7981 0.2004 ja

D1.5:

MittelwertKennzahl Verteilung

a)

b)

c)

Varianz

4000 

5000

6000

h(0)

1.805 1.802 0.1648 Poisson

1.793 1.247 0.1169 Binomial

2.107 4.208 0.2993
nicht Binomial
nicht Poisson

a) Vermutlich poissonverteilt mit der Rate ÛÃ1.8, da Mittelwert gleich der Varianz ist.

Die relative HÂufigkeit h(0)=0.1648ÃeÇÉÊË bestÂtigt diese Hypothese.

b) Vermutlich binomialverteilt, da die Wahrscheinlichkeiten "irgendwie regelmÂÄig"

ansteigen und abfallen, aber die oben angegebene Bedingung der Poissonverteilung

(Mittelwert gleich Varianz) nicht erfÁllt ist.

Ü È= I � p � (1-p) = 1.247, mÉ = I � p = 1.793 :

1-p =
1.247

1.793
Ã 0.7 p Ã 0.3, À I = 6

Kontrolle anhand der Wahrscheinlichkeit: p(z = 0) = 0.7 Í= 0.1176 (stimmt!)

c) Bei den Wahrscheinlichkeiten ist keine "regelmÂÄige Struktur" erkennbar.
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D2.1:

a) gÙ = gŸ = gŽ = g� = 0. Ausgangsfolge: 10101 10101 10101 ...

PeriodenlÁnge: 5 (nur zyklische Wiederholung der Anfangsbelegung).

b) gÙ = gŸ = gŽ = g� = 1. Ausgangsfolge: 110101 110101 110101 ...

PeriodenlÁnge: 6. 

c) gÙ = 0, gŸ = gŽ = g� = 1. Ausgangsfolge: 0001110111110010011000010110101...

PeriodenlÁnge: 31 (d.h. es handelt sich um eine Folge maximaler LÁnge). 

d) gÙ = gŸ = gŽ = 1, g� = 0. Ausgangsfolge: 1010000110010011111011100010101...

PeriodenlÁnge: 31 (ebenfalls Folge maximaler LÁnge, Oktalkennung 57). 

e) Aus Tabelle 2.2: G(D) = D� +DŽ + 1 (Oktalkennung 51, gÙ = gŸ = g� = 0, gŽ = 1).

Ausgangsfolge: 0000100101100111110001101110101...

dazu reziprok: G(D) = D� +DŸ + 1 (Oktalkennung 45, gÙ = gŽ = g� = 0, gŸ = 1).

Ausgangsfolge: 1101100011111001101001000010101...

D2.2: Der Schieberegistergrad ist L=5, die PeriodenlÁnge P = 2� - 1 = 31. Damit

handelt es sich um eine Folge maximaler LÁnge und das dazugehÂrige Generatorpolynom

G(D) = D� +D� +DŸ +D+ 1  ist primitiv.

D2.3: Die PeriodenlÁnge ist P = 63. Bei L=6 liegt somit eine Folge maximaler LÁnge

vor. Diese beinhaltet 31 Nullen und 32 Einsen, wobei maximal 5 Nullen und 6 Einsen di�

rekt aufeinanderfolgen. FÄr Mittelwert und Streuung gilt:

m
Ù

= m
Ÿ

=
2Â�Ù

2Â - 1
=

32

63
À , Ä Ÿ= m

Ÿ
-mŸ

Ù
=

32

63
- (

32

63
)ŸÀ , Ä =

32 � 31À

63
Å 0.5À .

D3.1:

a) Die Symbolwahrscheinlichkeiten sind konstant: pÃ(0) = 0.4 und pÃ(1) = 0.6.

b) Wegen obiger Eigenschaft ist die Markovkette stationÁr.

c) Ergodische Wahrscheinlichkeiten:

p(0) = 0.25 � p(0) + 0.5 � p(1)

p(1) = 0.75 � p(0) + 0.5 � p(1)

p(1) = 1.5 � p(0)

linear abhÁngig

Weitere Gleichung: p(0) + p(1) = 1 p(0) = 0.4, À p(1) = 0.6

d) UnabhÁngig vom Startwert ergeben sich stets die ergodischen Wahrscheinlichkeiten.

e) Die Kette ist bereits bei Ç = 3 nÁherungsweise eingeschwungen.
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D3.2:

a) Zum Startzeitpunkt n = 0 erscheint stets das Symbol "1", bei n = 1 wegen "(0|1)=1

immer das Symbol "0". 

b) Im Rahmen der Simulationsgenauigkeit gute Ábereinstimmung.

0 1 2 3 4Â

"Ä(0)

"Ä(1)

0 1 0.75 0.8125 0.7969

1 0 0.25 0.1875 0.2031

c) Kette schwingt schneller ein, da "À(0) = 1 nÂher an der ergodischen Wahrscheinlich�

keit "Å(0) = 0.8 liegt als "À(0) = 0. Der Unterschied betrÂgt genau eine Taktzeit.

D3.3:

a) Bei den ausgegebenen Markovketten stimmt diese Aussage.

b) Die simulierten Wahrscheinlichkeiten stimmen sehr gut mit den theoretischen Werten

Äberein. Ab n = 1 gilt: "Ã(0) Ç 0.5 und "Ã(+1) = "Ã(-1) Ç 0.25.

c) Es werden die gleichen Endwerte erreicht. Die Einschwingzeit betrÂgt etwa 8 Takte.

D3.4:

a) "À(0) Ç 0.10, "À(1) Ç 0.90, "É(0) Ç 0.55, "É(1) Ç 0.45, "Å(0) Ç 0.40, "Å(1) Ç 0.60.

b) Mit Gl. (3.1) und n = 1: 

"É(0) = "(0|0) � "À(0) + "(0|1) � "À(1) : 0.55 = "(0|0) � 0.1 + "(0|1) � 0.9

Mit Gl. (3.5): 

"Ê(0) = "(0|0) � "Ê(0) + "(0|1) � "Ê(1) : 0.4 = "(0|0) � 0.4 + "(0|1) � 0.6"Ê(0) = "(0|0) � "Ê(0) + "(0|1) � "Ê(1) :

"(0|0) = 0.1, À "(1|0) = 0.9, À "(0|1) = 0.6, À "(1|1) = 0.4.

c) "À(0) = 0, "À(1) = 1, "É(0) Ç 0.8, "É(1) Ç 0.2, "Å(0) Ç 0.45, "Å(1) Ç 0.55.

Mit Gl. (3.1) und n = 1: 

0.8 = "(0|0) � 0 + "(0|1) � 1 "(0|1) = 0.8 "(1|1) = 0.2

Mit Gl. (3.5): 

0.45 = "(0|0) � 0.45 + 0.8 � 0.55 "(0|0) Ç 0 "(1|0) Ç 1

Einschwingzeit ca. 15 Takte.
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MusterlÁsungen der C-Programme (1. Termin)
Á1.1:

long z1(M,p_mue)
  long M;
  float p_mue[];               /* Ábergabefeld Wahrscheinlichkeiten */
{ long mue;
  float x,psum=0.,random();    /* random stets intern definieren !  */
  x=random();                  /* Zufallswert zwischen 0 und 1      */
  for (mue=0; mue<M; mue++)
  { psum+=p_mue[mue];          /* Summation d. Wahrscheinlichkeiten */
    if (x<psum)                /* Falls Summenwert < Zufallswert:   */
      return(mue);             /* dann RÂckgabe des Index’          */
  }
}

Á1.2:

#include <math.h>                    /* wg. mathematischer Funktion (pow) */
  long z2(M,p)
  long M; float p;
{ float p_mue[8];                     /* internes Feld zur Âbergabe an z1 */
  long I,mue,z1();                    /* z1 muÄ intern vereinbart werden! */ 
  I=M-1 ;                             
  p_mue[0]=(float) pow((1- p),I);     /* Wahrscheinlichkeit fÂr mu=0      */
                                      /* Wahrscheinlichkeiten fÂr mu>0    */
  for (mue=1; mue<=I; mue++)          
    p_mue[mue]=(float) (p*(I+1-mue)/(mue*(1-p))*p_mue[mue-1]);
  return (z1(M,p_mue));              /* RÂckgabewert Âber z1 ermitteln   */
}

Á1.3:

long z3(M,p)
  long M; float p;
{ long i,I,sum,Zwei=2,z1();          /* Variable Zwei zur Ábergabe an z1 */
  float p_mue[2];                    /* Feld p_mue zur Ábergabe an z1    */
  p_mue[0]=1-p;
  p_mue[1]=p;
  I=M-1;
  sum=0;
  for (i=1; i<=I; i++)               /* Addition binÀrer ZufallsgrÅÄen   */
    sum += z1(Zwei,p_mue);
  return (sum);                      /* RÂckgabe des Summenwertes        */
}

B#$%Â & ’%*/99<#>#$?@%C9#$?#>%ÂH%$JK%M$#%QU?CK$V?%ÄÀÅÄ%<#W$?<XY<$<%J[\?#99#W%/9J%ÄÀÃÄ%]

^#$%Â & _%*/99<#>#$?@%<WV‘#>%ÂH%$JK%#J%U><#C#\WKj%q$#%w#[\#?x#$K%{V?%ÄÀÃÄ%$JK%M/??

#K|/%}WV}VWK$V?/9%xU%Ç & Â~“j%q$#%$>%ÉWV<W/>>%W#/9$J$#WK#%QU?CK$V?%*Ê#?Y}U?CK%ËH

/W^#$K#K%$>%ÉW$?x$}%|$#%ÄÀÃÄ%j%q/^#$%|#WM#?%M$#%È/\WJ[\#$?9$[\C#$K#?%ÍÎ%Ï#MV[\%~%$>

Ì#<#?J/Kx%xU%ÄÀÃÄ%~%?UW%#$?>/9%^#W#[\?#K%U?M%?$[\K%^#$% Ï#M#>%ÑUXWUXj%q/\#W%$JK%M$#

<WÓ‘#W#%w#[\#?<#J[\|$?M$<C#$K%<#<#?Y^#W%Ô\W#W%QU?CK$V?%{#WJKÖ?M9$[\j
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Á1.4:

#include <math.h>
  void dismom(M,m1,m2,sigma2,sigma)
  long M; float *m1,*m2,*sigma2,*sigma /* Definition der Float-Pointer      */
{ float sum,suq;
  long N=10000,mu,zi,z();
  *m1=*m2=*sigma2=*sigma=sum=suq=0.; /* Vorbelegungen                     */
  for (mu=1; mu<=N ; mu++)
    { zi=z(M); /* Aufruf der ZufallsgrÁÂe           */
      sum+=zi; /* Summe  der ZufallsgrÁÂe           */
      suq+=(zi*zi); /* quadratische Summe                */
    }
  *m1=sum/N;                         /* Nachbehandlung                    */
  *m2=suq/N;
  *sigma2=*m2-(*m1*(*m1)); /* Sigma-Quadrat                     */
  *sigma=sqrt(*sigma2); /* Sigma                             */
}

Á2.1:

long z4(L,g,SR)
  long L,g[],SR[];
{ long i,neu;
  neu=SR[L];        /* Vorbelegung des Schiebregisters   */
  for (i=L-1; i>=1; i--) /* Vom Ende zum Anfang:              */
    { if (g[i] == 1) neu=neu^SR[i]; /* XOR-VerknÄpfung                   */
      SR[i+1]=SR[i];      /* Weiterschieben des Registers      */
    }
  SR[1]=neu;                /* SR[1] neu belegen                 */
  return(neu);
}       

Beide Testkonfigurationen fÁhren zu Folgen maximaler LÂnge. Bei Â = 5 betrÂgt die

PeriodenlÂnge Ä = 31, wÂhrend bei Â = 9 gilt: Ä = 511.

Á3.1:

long z5(nue,p0,p00,p11)
  long nue;
  float p0,p00,p11;
{ static long RESULT;                /* Wert von RESULT bleibt erhalten   */
  float x,random();
  x=random();
  if (nue == 0)                     /* RESULT entsprechend x und p0      */
    return (RESULT=(x<p0 ) ? 0:1);   /* danach RÄcksprung                 */
  if (RESULT == 0)
    RESULT=(x < p00) ? 0:1;    /* RESULT entsprechend x und p00     */
  else
    RESULT=(x > p11) ? 0:1; /* RESULT entsprechend x und p11     */
  return(RESULT);
}
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MusterlÁsungen der Vorbereitungsfragen (2. Termin)

a)

V4.1:

Differentiation der VTF ergibt Gleichverteilung zwischen -1 und 3.

Die HÁhe 1/4 lÂÄt sich aus der Normierungsbedingung fÀr die WDF bestimmen.

-2 -1 0 1 2 3 4

fÂ(x)

x

ÄÄÄÄÄÄÄÄÄ
ÄÄÄÄÄÄÄÄÄ

ÀÅÃÇ

b) LÁsung entweder direkt mit (4.28) bzw. (4.29): mÉ = 1 und Ê= 2/ 3Ë  oder Àber die

Berechnung der Momente nach (4.17) und (4.18): mÉ = 1 und mÈ = 7/3. Daraus folgt

mit dem Satz von Steiner ebenfalls Ê= 2/ 3Ë .

c) pÉ = p(x = 0) = 0, da x eine kontinuierliche ZufallsgrÁÄe ist.

pÈ = p(x Í 2) = 3/4 (erkennt man direkt aus obiger Skizze).

pÎ = p(|x - mÉ|Ï Ê) = p(|x - 1|Ï 2/ 3Ë ) = 1/4Ì(4 - 4/ 3Ë ) = 1 - 1/ 3Ë Ñ 0.42. 

d) Tschebyscheffsche Ungleichung allgemein: pÓÔx - mÉÔ Ï Ö ÒÅ ÍÅ Õ ÈŠÖÈÅ . Hier:

pÎ = p(|x - mÉ|Ï Ê) ÍÅ Õ ÈŠÕÈ = 1 (zweifellos richtiges, aber triviales Ergebnis).

V4.2:

fÚÛ(xÜ) = ÙŸŽ������ �64000! " � p
�
� (1-p)ŸŽ���#� �$(xÜ -! )Å ,

a)

p(xÜ Í 64) = ÙŸŽ����64000! " � p
�
� (1-p)ŸŽ���#�Å .

Binomialverteilung

b) p(xÜ Í 64) = ÙŸŽ��� p(xÜ = !) Ñ ÙŸŽ���
1

2%& � Õ Å � exp’-
(! -mÉ)È

2 � ÕÈ (Å .

c) p(xÜ Í 64) ÑFÂ Ü(r = 64) =Ò ’Å 64 - mÉÕ (Ò .)
d) p(xÜ Í 64) = 0.998 =Ò ’Å 64 - mÉÕ (Ò *) 64 - mÉÕ Ñ 2.9Å .

mÉ = I � p = KÈ Õ = I � p � (1-p)+ ÑMit und I � p+ = KÅ folgt :

64 - KÈ
K

Ñ 2.9Å Å Å Å Å Å Å Å ÅK Ñ 6.68 (2. LÁsung -9.58 unbrauchbar)

Daraus folgt: I � p = KÈ Ñ 44.6 bzw. p Ñ 44.6

64000
= 0.697 � 10#ÎÅ .
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e) m1 = I � p = 16 s = I � p � (1-p)Â ÄMit und I � pÂ = 4 :

p(xS = Á) Ä 1

2ÂÀ � s
Â� expÅ-

(Á - m1)
2

2 � s
2

Ã ist maximal fÁr Á = m1Â .

p(xS = 16) Ä 1

4 � 2ÂÀ Ä 0.1Â .

f) pf = p(8 Ç xS Ç 24) = FxS(24) - FxS(8) FÉ S(r) =Ò ÅÂ r - 16

4
ÃÒ .Êmit

pf =Â Â (2) -Â Â (- 2) = 0.9545Â .Ê Ê

Ë

Ë

x

È1

fÉ(x)

- l l

.l
a)

ÍÎÏÌ

b) |gÑ(u)| =
dx

du
=

fÓ(u)

fÉ(x) Ò É=Ô(Ó)Â =
1Ö2ÒÕ �

1ÒŠ+ÉŠ
Â . ÚÚÚNach Umstellen und Integration:

Û 1

l 2+ x 2
Â dx = Û Â

2 � l
du bzw.

1

l
� arctan(

x

l
Â )Â =

Â � u

2 � l
.

      Umkehrfunktion: x = l � tan(
Â

2
uÂ )Â .

 

s 2 = Û
+Ü

-Ü
x 2Â � fÉ(x)Â dxÂ =c) Da m1=0 ist, gilt fÁr die Streuung:

l

Â
� Û

Ü

-Ü
x 2

l 2+ x 2
Â dxÂ .

FÁr sehr groÄe x-Werte liefert der Integrand den Wert 1. Da das Integrationsinter�

vall unendlich breit ist, ergibt sich ein unendlich groÄer Integralwert, und zwar fÁr

alle Ù.  Das bedeutet aber: Die Streuung der Cauchy-Verteilung ist unendlich groÄ.

ÍÎÏÎŸ
a) Bei einer GauÄschen ZufallsgrÀÄe gilt entsprechend (4.36) unabhÅngig von Mittel�

wert und Streuung: Á4 = 3s 4Â . Daraus folgt K = 3 bzw. DK = 0.

b) Bei einer gleichverteilten ZufallsgrÀÄe gilt gemÅÄ (4.16) fÁr geradzahliges k: 

ÁŽ =
1

2
� Û
+1

-1

x ŽÂ dx =
1

k + 1
Á2 = s 2=

1

3
; Á4 =

1

5
; Â K =

9

5
; ÂDK = - 1.2Â .

c) ÁŽ = mŽ = 2 �
l

2
�

k!

l Ž+1
Á2 = s 2=

2!

l 2
; Á4 =

4!

l 4
;

K =
4!

2! � 2!
= 6; DK = + 3Â .

=
k!

l Ž

d) Ein negatives DK sagt aus, daÄ die WDF-AuslÅufer gegenÁber der GauÄverteilung

weniger stark ausgeprÅgt sind; positives DK: langsamerer WDF-Abfall als "GauÄ".
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a)

V5.1:

zweidimensionale GauÁverteilung, Komponenten x und y mittelwertfrei.

ÄÂ = 1Â .b) Annahme: Ä ÄÂ = 1

Durch Koeffizientenvergleich: ÄÀ = 0.75Â .Ä ÄÀ =
9

16

2 � ÀÂÅÀ
ÄÂ � ÄÀ

=
32

15
ÀÂÀ = 0.8Â .

Kontrolle: 2 � (1 - ÀÂÀÄ) = 0.72 =
18

25
Annahme gerechtfertigt.

K =
1

2Å � ÄÂ � ÄÀ � 1 - ÀÄÂÀÃ
=

1

2Å � 1 � 0.75 � 0.6
Ç 0.354Â .c)

1- +1

+1

1-

y

x

Hauptachse
(Neigungswinkel 35É)

Korrelationsgerade
(Neigungswinkel 31É)

Â Â =
1

2
� arctanÊ2 � ÀÂÀ �

ÄÂ � ÄÀ
ÄÄÂ - ÄÄÀ

ËÈd)

Â Â =
1

2
� arctanÊ2.743Ë Ç 35ÍÂ .

Die Korrelationsgerade verlÄuft durch

den Schnittpunkt der Ellipsen mit der

vertikalen Tangente.

Î
qÀÏÂ = arctanÊÄÀ

ÄÂ
� ÀÂÀËe) Â Â = arctanÊ0.6Ë Ç 31ÍÂ .

pÌ(- 1 Ñ x Ñ 1)Ò Â (y Ñ - 1.5)Ó =Ôf)

= FÂÀ ( +1, - 1.5) - FÂÀ (- 1, - 1.5) - FÂÀ ( +1, -Ö ) + FÂÀ (- 1, -Ö )

= FÂÀ ( +1, - 1.5) - FÂÀ (- 1, - 1.5)Â .
=0 =0

pÌ(- 1 Ñ x Ñ 1)Ò Â (y Ñ - 1.5)Ó =Ôg)

= ÒFÂ (+1)

pÌ(- 1 Ñ x Ñ 1)Ó � pÌ(y Ñ - 1.5)Ó =

-ÂFÂ (- 1)Õ �ÂFÀ (- 1.5)Â ;

FÂ ÊrÂ ) =Â Â Â (
rÂ - mÂ
ÄÂ

Ë ŠÂ Â Â (rÂ )Â ,Ú Ú FÀ ÊrÀ ) =Â Â Â (
rÀ - mÀ
ÄÀ

Ë ŠÂ Â Â (
4 � rÀ

3
)Â :Ú Ú

p = ÒÂ Â (1) -Â Â Â (- 1)Õ �Â Â Â (- 2) = Ò0.841 - 0.159Õ � 0.027 = 0.0155Â .Ú Ú Ú
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a)

V5.2:

f
Ã
(x) = fÂ(Ä) * fÀ(Å) mit Ä = 2u Å = - 2Ãund

fÂ(Ä)Â undÂ fÀ(Å) sind jeweils rechteckfÁrmig zwischen -2 und 2, HÁhe 0.25

f
Ã
(x) ist dreieckfÁrmig zwischen -4 und 4.

f
y
(y - 1) = f

u
(u) * fÀ(Å) Å = 3Ãmit

fÀ(Å) ist rechteckfÁrmig zwischen -3 und +3, HÁhe 1/6

ist trapezfÁrmig zwischen -3 und +5.f
y
(y)

-2 -1 0 1

1/4

2 3 4

fÃ(x)

x
-4 -3 5 -2 -1 0 1

1/4

2 3 4

fy(y)

-4 -3 5
y

1/6

b) fÇ(Ã)Weil die WDF symmetrisch um 0 ist

-2 -1 1 2 3 4-4 -3 5 x

-2

-1

1

2

3
4

-3

5
y

ÉÉÉÉÉÉÉÉÉÉÉÉÉÉÉÉ
ÉÉÉÉÉÉÉÉÉÉÉÉÉÉÉÉ
ÉÉÉÉÉÉÉÉÉÉÉÉÉÉÉÉ
ÉÉÉÉÉÉÉÉÉÉÉÉÉÉÉÉ
ÉÉÉÉÉÉÉÉÉÉÉÉÉÉÉÉ
ÉÉÉÉÉÉÉÉÉÉÉÉÉÉÉÉ
ÉÉÉÉÉÉÉÉÉÉÉÉÉÉÉÉ
ÉÉÉÉÉÉÉÉÉÉÉÉÉÉÉÉ
ÉÉÉÉÉÉÉÉÉÉÉÉÉÉÉÉ
ÉÉÉÉÉÉÉÉÉÉÉÉÉÉÉÉ
ÉÉÉÉÉÉÉÉÉÉÉÉÉÉÉÉ
ÉÉÉÉÉÉÉÉÉÉÉÉÉÉÉÉ
ÉÉÉÉÉÉÉÉÉÉÉÉÉÉÉÉ
ÉÉÉÉÉÉÉÉÉÉÉÉÉÉÉÉ
ÉÉÉÉÉÉÉÉÉÉÉÉÉÉÉÉ
ÉÉÉÉÉÉÉÉÉÉÉÉÉÉÉÉ

"fÃy(x, y)     0"

xÊËÈ= 4 bei y= -1.

xÊÍÎÏ= -4 bei y = 3

yÊËÈÏ=5 bei x=0

yÊÍÎÏ= -3 bei x = 0

 

c)

ÌÑ
KG

u = 1Â undÂ Ã = 1 :

u = - 1Â undÂ Ã = 1 :

u = - 1Â undÂ Ã = - 1 :

u = 1Â undÂ Ã = - 1 :

d) Statistisch abhÄngig, da fÃy(x, y)    Ì fÃ(x)    fy(y) . Hier kann aus der statistischen Ab- 

hÄngigkeit nicht auf Korreliertheit geschlossen werden, da ZG nicht gauÀisch.

mÃy=EÓxyÔ=EÓ(2u-2v)(u+3v+1Ô=2EÓuÖÔ+6EÓuvÔ+2EÓuÔ-2EÓuvÔ-6EÓvÖÔ-2EÓvÔe)
Ò Ò Ò Ò

E[uÖ] = E[ÃÖ] = 1Õ3 : Š
Ãy

= m
Ãy

= - 4Õ3; Â Ú
Ã
= 8Õ3Û ; Â Ú

y
= 10Õ3Û

Ü
Ãy

=
Š
Ãy

Ú
Ã
� Ú

y

= 0.2Ù = - 0.447Â .

y - m
y

Ú
y

= Ü
Ãy �

x - m
Ã

Ú
Ã

f) y = 1 -
x

2
(siehe Skizze zu c)
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MusterlÁsungen der VersuchsdurchfÂhrung (2. Termin)
D4.1:

m
1

Â

NÄÀÅÃÃÃ NÄÀÃÅÃÃÃ NÄÀÃÃÅÃÃÃ ÇÉÊËÈÍËÉÎÏÌÊÑ

K

ÓÑ

ÀÔÃÖÒ

ÀÔÀÖÕ

ÀÔŠŠÖ

ÃÔÒÒÚ

ÀÔÀÖÚ

ÀÔÕÛÛ

ÀÔÃÃÜ

ÀÔÀÖÚ

ÀÔŠÒÖ

ÀÔÃÃÃ

ÀÔÀÖÖ

ÀÔÕÃÃ

pÇxÙ ÛÑ ÃÔŠÜŠ ÃÔŠÖÚ ÃÔŠÖÜ ÃÔŠÖÃ

ŸŽÍ��ÓÌÊÏË��ËÏ�N��!ÊËÍ��ÏÎÌÊ��ÎË�"Î#$%ÓÉÎÈ�ÏËÍ&Ë’�ÎÏÏË�Î##ËÍ�#ËÊÍ�Ó���ÎË�ÉÊËÈÍË(
ÉÎÏÌÊË��)ËÍÉË�Ó�*�Ó%%ËÍ�Î�&Ï��$Í�Î#�ÏÉÓÉÎÏÉÎÏÌÊË��+ÎÉÉË%Ô

’Ñ ,ÎË�ÏÎ#$%ÎËÍÉË�/0Ÿ��ËÎÏÉ��Ë�Î&ËÍ�3’�ËÎÌÊ$�&Ë��Ó$4�Ó%Ï��ÎË�ÏÎ#$%ÎËÍÉË�),Ÿ*��Ó�ÊÎËÍ
Ž’ËÍ�#ËÊÍËÍË�),Ÿ5)ËÍÉË�Ó$4Ï$##ÎËÍÉ��ÎÍ��$���ÏÎÌÊ�ÏÈ#ÎÉ��ÎË�ŸËÊ%ËÍ�Î��&Ë�ÎÏÏË�
6ÍË�7Ë��Ó$Ï#ÎÉÉË%�Ô�6%ËÎÌÊËÏ�&Î%É�4ŽÍ��ÎË�+È#Ë�ÉËÔ�

D4.2:

ÓÑ 6Ó$9:ËÍÉËÎ%$�&�#ÎÉ�+ÎÉÉË%�ËÍÉ�À�$���"ÉÍË$$�&�ÃÔÖ�Ç)ËÌÊÏË%%ËÎÏÉ$�&;�ÃÔÖ2 Ä ÃÔÛÖÑÔ

’Ñ F< ÇrÑ Ä= >? r 5 m1

Â @A Ä= >? r 5 À
ÃÔÖ

@A Ä= >Ûr 5 Û@? ÔA

ÌÑ pÇx B ÃÑ Ä F< Ç5 ÛÑ Ä À 5? ? ? ÇÛÑ Ä CÇÛÑ D ÛÔÛŠE? ÔA

�Ñ

ÉÊËÈÍËÉÎÏÌÊ

+ÎÉÉË%�ËÍÉ "ÉÍË$$�& pÇxB ÃÑ

ÇFÈG�H�+$%%ËÍÑ
ÏÎ#$%ÎËÍÉ

I$ÍÉÈÏÎÏ

ÀÔÃÃÃ ÃÔÖÃÃ ÃÔÃÛÛÕ

ÀÔÃÃÃ ÃÔÖÃÃ ÃÔÃÛÖŠ

ÜÔÃÃÃ

ÜÔÃÃÖ

JËÌÊË�7ËÎÉ

ÛÔÖÃ�Ï

ËÑ +ÎÉÉË%�ËÍÉ "ÉÍË$$�& pÇxB ÃÑ

FÈGH+$%%ËÍ

I$ÍÉÈÏÎÏ JËÌÊË�7ËÎÉ

3��ÎÉÎÈ�Ï#ËÉÊÔ
ÇIÁÄÅÛÑ

3��ÎÉÎÈ�Ï#ËÉÊÔ

3��ÎÉÎÈ�Ï#ËÉÊÔ

3��ÎÉÎÈ�Ï#ËÉÊÔ

ÇIÁÄÅÚÑ

ÇIÁÄÅÀÛÑ

ÇIÁÄÅÛÃÑ

ÀÔÃÃÃ ÃÔÖÃÃ ÃÔÃÛÖŠÜÔÃÃÖ ÛÔÖÃ�Ï

ÃÔÒÒÒ ÃÔKÒÒ ÃÔÃÛÃÃÛÔKÃÀ ÛÔÕÃ�Ï

ÀÔÃÃÃ ÃÔÖÃÀ ÃÔÃÛKÕÛÔÕÃÀ ÖÔÃÃ�Ï

ÀÔÃÃÛ ÃÔKÒÒ ÃÔÃÛÖÃÛÔÒÃÃ ÕÔÜÃ�Ï

ÃÔÒÒÒ ÃÔKÒŠ ÃÔÃÛÖÚÛÔÒKK ÀÛÔŠÃ�Ï
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Auch mit der Additionsmethode werden die Momente (Mittelwert, Streuung) recht
gut nachgebildet, nicht jedoch die AuslÁufer der GauÂverteilung. Dies erkennt man
sowohl an der Kurtosis (K< 3) als auch an der Wahrscheinlichkeit p(x < 0). Auch der
Rechenzeitvergleich spricht fÄr die Anwendung des Box&Muller-Verfahrens. 

f) Es sei x = u
Ç
+ u

É
À (dreieckfÅrmigeÀ WDF). Daraus folgt fÄr die Zentralmomente:

Â
ÉÄ = E[x É]= E[u É

Ç
+ 2 � uÇ � uÉ + u É

É
]= 2 � Â

ÉÀÀ .À À À

mitÀ À Â
ÉÀ = E[u É

Ç
]= E[u É

É
]=

1
3

Â
4Ä = E[x 4]= E[u 4

Ç
+ 4 � u 3

Ç � uÉ + 6 � u É

Ç � u É

É
+ 4 � uÇ � u 3

É
+ u 4

É
]= 2 � Â

4À + 6 � Â É

ÉÀ
undÀ Â

4À = E[u 4

Ç
]= E[u 4

É
]=

1
5

À .

K =
Â
4ÄÂ É

ÉÄ
=

2 � 1Å5 + 6 � 1Å3 � 1Å3
4 � 1Å3 � 1Å3

= 2.4 (gute Ãbereinstimmung).

ÃÇÉÊË

a) p(x È k � Í) =
Í
Î � Ï

Ì�Ñ

ÊÓ
1

Í É+ x É
À dx =

1
2

+
Í
Î � Ï

Ì�Ñ

0

1
Í É+ x É

À dx =
1
2

+
1
Î � arctan(k)À .

b)

berechnet

simuliert

p(x È Í) p(x È 2Í)p(x È 0)

0.500 0.750 0.852

0.515 0.756 0.855

c) Mittelwert 0.001Ô0 (stimmt mit Theorie Äberein). Dagegen ist die hier ermittelte
Streuung Ö = 44.84 deutlich kleiner als der theoretische Wert "Ò". Der Grund
hierfÄr ist, daÂ im Programm die Momente aus der WDF (|x|<4) ermittelt werden.

ÃÇÉÇË
Verteilung

mit Parameter
Bemerkungen

(a)

(b)

(c)

(d)

GauÂverteilung
m

Ç
= 0.5À ; À Ö = 1

WDF unbegrenzt; rasch abklingend;

Cauchyverteilung

x
Ëin

= - 1À ; À x
ËaÈ

= 2
Gleichverteilung

gleichwahrscheinlich;

Streuung z.B. am WP ablesen, 

m
Ç

= 0À ; À Í = 0.5
WDF unbegrenzt; langsam abklingend
Í = 1Å(Î � fÄ(0))

WDF begrenzt; Werte im Intervall etwa

x
Ëin

= - 1À ; À x
ËaÈ

= 2
Dreieckverteilung

K Ô 3

K Ô 1.8

K Ô 2.4Intervallmitte;
WDF begrenzt; mehr Anteile in der
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Verteilung
mit Parameter

Bemerkungen

(e)

(f)

(g)

(h)

Cosinusverteilung

(l � eÁ )ÍÎ = 0.61;

Rayleighverteilung nur Werte > 0, unsymmetrisch 
l = 1

Riceverteilung

gauÁÂhnlich

Exponentialverteilung

Â
ÏÌÑ

= - 1Ä ; Ä Â
ÏÓÔ

= 2 Ä À 2.2
WDF begrenzt, runder als bei "Dreieck";

(m
Ö

Å 0);
Ä > 3

l = 0.5Ä ; Ä Ã = 1
(m

Ö
Å 0);nur Werte > 0, unsymmetrisch 

l = 1
nur Werte > 0, WDF monoton fallend;
Ä À 9

ÇÉÊËÈ

Í

Â

Î
qÏÌÑ = 0o

A) undefiniert

qÏÌÑ = 43.5o

Â

Î

B)

Â

Î

C)

Â

Î

Â

Î

Â

Î

Í = 45.0oÍa)

qÏÌÑ = 10.6o

= 10.9oÍ

qÏÌÑ = - 10.6o
= - 10.9oD)

qÏÌÑ = 4.0o
= 4.0oÍE)

qÏÌÑ = - 81.9o
= - 86.0oÍE)

ÓÔ

ÓÔ

b) Allgemein zwischen Ö90Ò. Sind beide Streuungen gleich, dann zwischen Ö45Ò.

c) Aus Kreise werden Ellipsen, die mit wachsendem rÑÏ immer langgestreckter und

schmÂler werden und gegenÀber dem Koordinatensystem gedreht sind.

d) Es bedeutet, daÁ die ZufallsgrÅÁe Î mit wachsendem Â im statistischen Mittel ab�

nimmt und umgekehrt. Die Korrelationsgerade besitzt dann eine negative Steigung.
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D5.2:

a)     A = 2,  B = -2,  C = 0,  D = 1,  E = 3,  F = 1.

"zwd"

 mÒ

"V5.2"

 mÕ Â
ÒÕ

Ä
Õ

Ä
Ò

-0.025 1.044 1.614 1.840 -0.458

0 1 1.633 1.826 -0.447

Die Korrelation zwischen x und y ist in den Signalen nur sehr schwer zu erkennen. Die

WDF fÒ(x) ist dreieckfÁrmig, die WDF fÕ(y) trapezfÁrmig (siehe V5.2a).

b) Das Gebiet "fÒÕ(x, y)À0" ergibt nun kein Parallelogramm mehr, sondern - da jetzt die

beiden GauÂverteilungen nicht scharf begrenzt sind - ein eher "ausgefranstes"

Gebiet. Der Korrelationskoeffizient ÂÒÕ wird dadurch jedoch nicht verÄndert.

c) Wenn u und Å gauÂverteilt sind, so gilt dies auch fÀr die abgeleiteten ZufallsgrÁÂen x

und y. Mit den vorgegebenen Parametern und ÄŠ= Ä Ã= 1 gilt:

m
Ò
= 0Å , Ä

Ò
= 8Ç É 2.828Å , m

Õ
= 1Å , Ä

Õ
= 10Ç É 3.162Å .

d) D = -1,  E = -2,  F = 2. Damit ist ÂÒÕ= -1. Das Gebiet "fÒÕ(x, y)À0" ist in diesem Fall

die Korrelationsgerade selbst.

e) y(t) ist betragsmÄÂig doppelt so groÂ wie x(t), aber mit umgekehrtem Vorzeichen. FÀr

die Mittelwerte und Streuungen gilt:

m
Õ
= - 2 � m

Ò
Å , Ä

Õ
= 2 � Ä

Ò
Å .

f) Bei statistischer UnabhÄngigkeit muÂ gelten: A = E= 0 bzw. B = D= 0.

FÀr A = E= 0 hÄngt x nur von u und y nur von Å ab. Mit

m
Š

= mÊ = 0Å undÅ Ä
Š
= ÄÊ =

1

3Ç Å folgt :

C = m
Ò
= 1Å , F = m

Õ
= 0.5Å ,

Ä
Ò
= B � ÄÊ B = 3Ç É 1.732

Ä
Õ
= D � Ä

Š
D = 12Ç É 3.464

g) Bei gleichverteilten statistisch unabhÄngigen ZufallsgrÁÂen x und y wird das Gebiet

"fÒÕ(x, y)À0" zu einem Rechteck.

h) Die Randwahrscheinlichkeitsdichte  fÒ(x) ist eine Gleichverteilung mit Mittelwerte mÒ

und Breite 2ËB. Entsprechend hat fÕ(y) den Mittelwert mÕ und die Breite 2ËD.
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MusterlÁsungen der C-Programme (2. Termin)
Á4.1:

#include <math.h>
  void konwdf(xm,wdf,vtf,m1,m2,sigma)
  float xm[],wdf[],vtf[],*m1,*m2,*sigma;         /* Ábergabe durch Pointer  */
{ int N=10000,i,nue;
  float deltax=0.04,xmin=-4.,x();
  for (i=0; i<=200; i++)
    { xm[i]=xmin+i*deltax;                       /* Intervallmittelwerte    */
      wdf[i]=0.; 
    }
  for (nue=1; nue<=N; nue++)
    { i=(int)((x()+0.5*deltax-xmin)/deltax);     /* Index des Intervalls    */
      wdf[i]+=1./N;                              /* ZÂhlfeld erhÄhen        */
    }
  *m1 = wdf[0]*xm[0];                            
  *m2 = (*m1)*xm[0];                             
  vtf[0] = wdf[0];
  wdf[0] = wdf[0]/deltax;
  for (i=1; i<=200; i++)
    { vtf[i] = vtf[i-1]+wdf[i];                  /* VTF: Integral Àber WDF  */
      *m1 += (wdf[i]*xm[i]);                     /* linearer Mittelwert     */
      *m2 += (wdf[i]*xm[i]*xm[i]);               /* quadr. Mittelwert       */
      wdf[i] = wdf[i]/deltax;                    /* Division durch Breite   */
    }
  *sigma=sqrt(*m2-((*m1)*(*m1)));                /* Satz von Steiner        */
}

Á4.2:

#include <math.h>
  double x1(xmin,xmax) /* gleichverteilt zwischen xmin,xmax */
  double xmin,xmax;
{ float uniform(),r;
  r=uniform();
  return (xmax*r+xmin*(1-r));
}
float uniform() /* gleichverteilt zwischen 0 und 1  */
{ long a,m,q,r,s;                      
  long static k=1;                    /* k darf nicht 0 sein              */
  a=16807;m=2147483647;
  q=127773;r=2836;
  s=(long)floor((double)(k/q));
  k=a*(k-q*s)-r*s;
  if (k < 0) k+=m;
  return ((float)(k)/(float)(m));                      /* Division durch M */
}

Á4.3:

#include <math.h>
#include "complex.h"
struct cmplx x2(mx,sigma)
  double mx,sigma;
{ struct cmplx result;
  float v,arg,term,random();
  do{ } while ((v=random())==.0);            /* ZG v ungleich 0        */
  term=sigma*sqrt(-2.*log(v));
  arg=6.283185307*random();           /* ZG u mal 2Ú            */
  result.x=mx+term*cos(arg);             /* Zuweisung Realteil     */
  result.y=mx+term*sin(arg);              /* Zuweisung ImaginÂrteil */
  return(result);
}
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c) Bei einem 32 Bit-Rechner gilt fÁr die kleinste darstellbare Floatzahl ungleich Null:

u
min
[ 2-31 = 0.466 � 10-9. Der Maximalwert von - 2 � ln(u)Â  betrÂgt somit ca. 6.55.

Da die cos-Funktion in (4.47) nie grÄÀer 1 ist, gilt bei Ä1 = 0 und s = 1:  Àmax[6.55.

ÅÃÇÉÊ
ËÈÍÎÏÌÑÓÔÖÒÕŠÚÛÚÜ
ËÈÍÎÏÌÑÓÔÙÎŸÒŽÏÓ�ÛÚÙÔÔÔÔÔÔÔÔÔÔÔÔÔÔÔÔ��Ô�ÓÈÔ!ŸÒŽÏÓ�Ó"Ô#ÓÎÚÍÌÍ$ÔÓ"%Ÿ"ÑÓ"ÏÈÎÚÔ��
&Š"ÌÎŠÔÎÒŽÏ�Ô�’()*�*+*,*-*/0
ÔÔ%ÏŸÕŠÔ)*�*+*,*-*/2
3Ô&Š"ÌÎŠÔÎÒŽÏ�Ô"Ó&ÌÏŠ2
ÔÔ%ÏŸÕŠÔÌ*4*"ÕÍÑŸÒ(02
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Die zweidimensionale WDF besitzt in den jeweiligen Gebieten "CDE(À, F) H 0" keine

konstante HÄhe. Dies erkennt man z.B. an der unterschiedlichen WeiÀfÂrbung.
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MusterlÁsungen der Vorbereitungsfragen (3. Termin)
V6.1:

a) TÂ = 1 Äs, fÂ = 1 MHz.

b) TÂ = 2 Äs, fÂ = 500 kHz.

c) TÂ = 8 Äs, fÂ = 125 kHz.

d) TÂ = 4 Äs, fÂ = 250 kHz, da sinÀ(Å) = 0.5Ã(1-cos(2ÃÅ)) ist.

e) TÂ = 8 Äs, fÂ = 125 kHz, unabhÁngig von A und Ç.

f) TÉ = 8 Äs, TÀ = 6 Äs, TÂ = 24 Äs, fÂ = 41.667 kHz.

g) TÂ = Ê, fÂ = 0, da TÀ/TÉ = 2ÃË und damit kein rationaler Faktor ist.

V6.2:

a) TÂ=T.

b) AÂ =
1

TÂ � ÈÍÎÏÀ
ÌÍÎÏÀ

xÉ(t) dtÂ =
1

T
� ÈÍÏÀ
ÌÍÏÀ cos(Ñ �

t

T
) dtÂ =

1Ñ � ÈÓÏÀ
ÌÓÏÀ cos(x) dx

x = Ñ � tÔTÂ , dx = Ñ � dtÔT

Nach Integration unter BerÄcksichtigung der Symmetrie:

AÂ =
2Ñ � Ösin(

Ñ
2

) - sin(0)Ò =
2Ñ Â .

c) xÉ(t) ist eine gerade Funktion; daraus folgt: BÕ = 0 fÄr alle n.

d) AŠ =
2

TÂ � ÈÍÎÏÀ
ÌÍÎÏÀ

xÉ(t) � cos(n � ÚÂ � t) dt Â=
2

T
� ÈÍÏÀ
ÌÍÏÀ cosÛÑ �

t

T
Ü � cosÛn � 2Ñ �

t

T
Ü dt Â

Mit x = Ñ �
t

T
: AÕ =

2Ñ � ÈÓÏÀ
ÌÓÏÀ cos(x) � cos(2n � x) dxÂ =(- 1)ÕÙÉ �

4Ñ � Ÿ4 � nÀ - 1Ž Â .

e) xÉ(t) =
2Ñ +

2Ñ � ��Õ�É (- 1)ÕÙÉ �
2

4 � nÀ - 1
� cos(n � ÚÂ � t)

=
2Ñ � �1 +

2

3
� cos(ÚÂ � t) -

2

15
� cos(2 � ÚÂ � t) +

2

35
� cos(3 � ÚÂ � t) - .Â .Â .Â!Â .

V6.3:

a) a(f) = - ln |H(f)| = ln 1 + f ÀÔf ÀÉ"
b(f) = - arc H(f) = - arctan

ImaginÁrteil

Realteil
= arctan(fÔfÉ)Â .

=
1

2
� ln(1 + f ÀÔf ÀÉ)Â .

Der DÁmpfungsverlauf a(f) steigt kontinuierlich an(TiefpaÁcharakteristik). FÄr f=0

gilt: a(f=0) = 0 Neper. Die Phase steigt fÄr positive Frequenzen von 0 auf Ñ/2 an. 
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FÁr f= f1 gilt: H(f=f1)=1/(1+j)=0.5Â(1-j)=
1

2Â � e-j�ÄÀ4Â .
a(f = f1) =

1

2
� ln(2) = 0.347Â NeperÂ ; b(f = f1) =

Å
4

Â .

b) Die Amplitude wird um 1Ã2Ç kleiner, die Phase betrÄgt +45É. Daraus folgt:

y(t) = 2.121V � cos(2Å �
t

T
Â -Â

Å
4

) = 2.121V � cos(2Å �
t - TÃ8

T
)Â .

Das Ausgangssignal y(t) ist gegenÁber x(t) um T/8 nachlaufend.

c) Bei f=0 ist H(f)=0, d.h. die DÄmpfung unendlich groÀ. Mit wachsendem f nimmt a(f)

kontinuierlich ab (HochpaÁcharakteristik). Die Phase ist gegenlÄufig zu Punkt a). FÁr

f= f1 gilt: 

H(f= f1)=j/(1+j)=0.5Â(1+j)=
1

2Â � e+j�ÄÀ4Â .

d) Die Amplitude wird wie bei b) um 1Ã2Ç kleiner, die Phase betrÄgt -45É. Daraus folgt:

y(t) = 2.121V � cos(2Å � tÃT +
Å
4

)Â .

Die harmonische Schwingung ist gegenÁber x(t) um T/8 vorlaufend.

e) Entsprechend Anhang C gilt:

h(t) = 2Å � f1 � e-2Ä�ÊË�È fÁr t Í 0 , sonst 0

f) Durch Integration erhÄlt man aus e):

Î( t) =Ï
È

0

h(Ì)Â dÌ
 

= 1 - e-2Ä�ÊË�È fÁr t Í 0 , sonst 0.

ÑÓÔÖÒ
a) Zur Berechnung eines jeden der N DFT-Koeffizienten benÅtigt man N (komplexe)

Multiplikationen und N-1 (komplexe) Additionen. Daraus folgt:

M(a) = N2, A(a) = N � (N - 1)Â .

Mit N = 16 ergibt sich M(a) = 256, A(a) = 240Â .

b) Nun gibt es zwei Teilmatrizen, aber jeweils nur mit der halben Dimension (N/2).

BerÁcksichtigt man weiterhin die N/2 Multiplikationen mit den Drehfaktoren (vgl.

Bild 7.4), so erhÄlt man:

M(b) = 2 � (
N

2
)2 + (

N

2
) =

N2

2
+

N

2
Â (= 136, Â fallsÂN = 16).

Entsprechend gilt fÁr die Anzahl der Additionen (bzw. Subtraktionen):

A(b) = 2 � (
N

2
) � (

N

2
- 1) + N =

N2

2
Â (= 128, Â fallsÂN = 16).
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c) In jeder der ld(N) Stufen sind genau N Additionen (bzw. Subtraktionen) erforderlich.

Die Anzahl der Multiplikationen ist nur halb so groÁ:

A(c) = N � ld(N)Â (= 64, Â fallsÂN = 16),

M(c) =
N

2
� ld(N)Â (= 32, Â fallsÂN = 16).

d) Die Anzahl G der Gesamtoperationen gemÄÁ Punkt a) bzw. c) ist:

G(a) = M(a) + A(a) = 2 �N
2 -N[ 2 �N

2,

G(c) = M(c) + A(c) =
3N

2
� ld(N).

Daraus ergibt sich eine RechenzeitverkÀrzung um den Faktor

V =
G(a)

G(c)

=
4 �N - 2

3 � ld(N)
Â ([ 136, Â fallsÂN = 1024).

ÂÄÀÅÃ

a) Mit N= 8 gilt:

WÇ = e-j�2ÉÊÇÂ= e-j�ÉÊ4 =
1

2Ë - j �
1

2Ë = AÂ .

W 0
Ç = 1Â , W 2

Ç = - j = BÂ , W 3
Ç =-

1

2Ë - j �
1

2Ë = CÂ .

Die herkÅmmliche Fouriertransformation einer Gleichfolge der Amplitude 1 liefert

eine Diracfunktion bei der Frequenz f= 0 mit dem Impulsgewicht 1. Bei der DFT mit

N= 8 ist der Wert "unendlich" einer Diracfunktion nur als endliche Summe darstell�

bar mit NÈD(0) = 8. Alle anderen Ausgangskoeffizienten sind hier gleich 0.

ÍÎ

ÍÎ

ÍÎ

ÍÎ

ÍÎ

ÍÎ

ÍÎ

ÍÎ

ÍÎ

ÍÎ

ÍÎ

ÍÎ

Bitumkehr-
operation
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. . . . .

. . . . .

. . . . .
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Ö

Ö

Ö

Ö

Ö

Ö

Ö

Ö

Ö

Ö

Ö

Ö

Ö

Ö

Ö

Ö

Ö

Ö

Ö

Ö

Ö

Ò

Ö

Ò

Å

Õ

Å

Õ

Å

Õ

Å

Õ

Ö

Š

Ò

Ú

Û

Õ

Õ

Õ

Û

Õ

Õ

Õ

Ü

Õ

Õ

Õ

Õ

Õ

Õ

Õ
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-1

-1

-1

-1

-1

-1

-1

-1

-1

-1

-1

-1

Bitumkehr-
operation

L = 1 L = 2 L = 3. . . . .

. . . . .

. . . . .

. . . . .

. . . . .
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. . . . .

. . . . .
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. . . . .

. . . . .

. . . . .

. . . . .

. . . . .

. . . . .

. . . . .

. . . . .

. . . . .

ÂÄ

ÀÄ Ä

Ä

Ä

Ä

ÂÄ

ÂÄ

ÂÄ

ÂÄ

ÀÄ

ÀÄ

ÀÄ

ÀÄ

Ä

Å

Ä

Å

Ã

Ç

Ã

Ç

ÀÃ

Ç

ÀÃ

Ç

Ä

É

Å

Ê

Ë

Ç

Ç

Ç

ÀË

Ç

Ç

Ç

Ç

Ç

Ç

Ç

È

Ç

Ç

Ç

b)

ÂÄ

ÀÄ

ÂÄ

ÀÄ

ÂÄ

ÀÄ

ÍÎÏÌÑÎÓÔ Im Versuch D7.2(f) wird eine systemtheoretische Interpretation genau dieses

Sachverhaltes verlangt; in der entsprechenden MusterlÁsung findet man diese.

ÖÒÕŠÚ

Û

Ü(Û)

- ÙÛ 0

PŸÜ(Û)Ž
�(0)

�(1)
�(2)

�(3)

�(4)

�(5)
�(6)

�(7)

��

Ü�

a)

b) Der Abstand im Zeitbereich betrÂgt �!= ��/" = # Û/4. Der Frequenzabstand zweier

Spektrallinien ist dagegen $!= 1/�� = 1/(2# Û%&

0

’($)

f

Ü� � ÙÛ

1(ÙÛ- 1(ÙÛ

) = 0 ) = 1 ) = 2 ) = 3 ) = 4) = 5 ) = 6 ) = 7
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c) Mit N= 8 und m= 0 folgt aus (7.16) und (7.18):

D(0) =
1

N
� Ä

ÂÄÀ

ÅÃÇ
d(n) =

1

8
� (1 + 2 � (

3

4
+

2

4
+

1

4
)) = 0.5.

Â X(0) =
D(0)

fÉ
=

0.5

fÉ
= Dt.Daraus folgt:

Die exakte Gleichung (7.27) liefert das gleiche Ergebnis.

d) Mit N= 8 und m= 2 bzw. m= 4 folgt aus (7.16):

D(2) =
1

8
� Ä

Ê

ÅÃÇ
d(n) � eÄËÈÍÎÏÅ =

1

8
� Ä

Ê

ÅÃÇ
(- j)Å � d(n) =

=
1

8
�
1

4
� (4 - 3 � j - 2 + j - j - 2 + 3 � j) = 0Â ; Â D(6) = DÌ(2) = 0Â .

D(4) =
1

8
� Ä

Ê

ÅÃÇ
d(n) � eÄËÈÏÅ=

1

8
� Ä

Ê

ÅÃÇ
(- 1)Å � d(n) =

=
1

8
�
1

4
� (4 - 3 + 2 - 1 - 1 + 2 - 3) = 0Â .

Die exakte Gleichung (7.27) liefert auch hier das gleiche Ergebnis.

e) Mit N= 8 und m= 1 folgt aus (7.16):

D(1) =
1

8
� Ä

Ê

ÅÃÇ
d(n) � eÄËÈÍÑÏÅ =

1

8
� Ä

Ê

ÅÃÇ
(- j)Å � d(n) =

1

8
�
1

4
�

Ó4 + 3(
1

2Ô -
j

2Ô ) - 2 � j + (-
1

2Ô -
j

2Ô ) + (-
1

2Ô +
j

2Ô ) + 2 � j + 3(
1

2Ô +
j

2Ô )Ö

D(1) =
2 + 2Ô

16
= 0.2134Â , Â Â D(7) = DÌ(1) = 0.2134Â .Daraus folgt:

f) Der exakte Wert gemÁÄ (7.27) betrÁgt X(fÉ) = 0.4053ÒD t. Aus Punkt e) folgt dagegen

fÀr die DFT-NÁherung:

Â X(fÉ) =
D(1)

fÉ
= 0.4268 � DtÂ .

Der relative Fehler betrÁgt somit ca. 5.3 %. Diesen kann man sich wie folgt erklÁren: 

Entsprechend Gl. (7.14) ist fÉÒD(1) gleich der periodischen Fortsetzung PÕX(f)ŠÚdes

tatsÁchlichen Spektrums X(f)Úan der Stelle fÉ. Dieses ergibt sich mit (7.27) aus der

unendlichen Summe von um Vielfache von fÛ= 8Ò fÉ verschobener siÎ-Funktionen:

fÉ � D(1) = Å.Å.Å.Å + X(fÉ + 2fÛ) + X(fÉ + fÛ) + X(fÉ) + X(fÉ - fÛ) + X(fÉ - 2fÛ) + Å.Å.

= Å.Å.Å.Å + X(17 � fÉ) + X(9 � fÉ) + X(fÉ) + X(- 7 � fÉ) + X(- 15 � fÉ) + Å.Å.Å.Å

Somit betrÁgt der relative Fehler zwischen fÉÒD(1) und dem tatsÁchlichen Wert X(fÉ)

unter BerÀcksichtigung der Symmetrieeigenschaften der siÎ-Funktion:
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Á
1

=
À
A � D(1) - X(À

A
)

X(À
A
)

=
X(7 � ÀA) + X(9 � ÀA) + X(15 � ÀA) + X(17 � ÀA) + Á.Á.Á.Á

X(À
A
)

.

X(m � ÀA) = ÅÂ � DÃ � si2(m � p � DÃ � ÀA)= ÅÂ � DÃ � si2(m �
p

2
) =

4 � Å
Â

� DÃ

m2 � p
2

Mit folgt:

Á
1

=
1

72
+

1

92
+

1

152
+

1

172
+

1

232
+

1

252
+Â Á.Á.Á.ÁÂ Ä 0.05

X(7 � ÀA)

X(À
A
)

=
1

72
Â Â usw.

Daraus folgt:

g) Analog zu f) gilt mit X(3À ÀA)= X(ÀA)/9Å 0.045ÀD Ã:

Á
3

=
À
A � D(3) - X(3 � ÀA)

X(3 � ÀA)
=

X(5 � ÀA) + X(11 � ÀA) + X(13 � ÀA) + X(19 � ÀA) + Á.Á.Á.Á

X(3 � ÀA)

= 9(
1

52
+

1

112
+

1

132
+

1

192
+

1

212
+

1

272
+Â Á.Á.Á.ÁÂ ) > 0.545

Daraus folgt: À
A � D(3) Ä 0.045 � 1.545 = 0.0697

ÃÇÉÊË

a) Die periodische Fortsetzung P{w(Ã)} des Fensterzeitsignals w(Ã) ergibt ein unendlich

ausgedehntes, periodisches Signal mit Mittelwert 0.5 und einem Cosinusanteil mit der

Amplitude 0.5 und der PeriodendauerÇÉP. Dessen Spektrum lautet mit ÀA = 1/ÉP:

P{w(Ã)} 0.5 � d(À) + 0.25 � d(À - À
A
)+ 0.25 � d(À + À

A
)Â .

Das zeitbegrenzte SignalÇw(Ã) ergibt sich aus P{w(Ã)} durch Multiplikation mit einer

Rechtechfunktion der Amplitude 1 und der DauerÇÉP. Das Spektrum W(À) der zeitbe�

grenzten Funktion erhÄlt man somit aus der Faltung der obigen Spektralfunktion mit

der Funktion ÉPÀsi(È À ÀÀÉP)=  1/ÀAÀsi(È À À/ÀA):

w(Ã) W(À) =
0.5

À
A

� si(p �
À

À
A

) +
0.25

À
A

� si(p �
À - À

A

À
A

) +
0.25

À
A

� si(p �
À + À

A

À
A

)Â .

b) Aus (a) folgt direkt:ÇW(0) = 0.5/ÀA,ÇW(1) = W(-1) = 0.25/ÀA.

c) Der Maximalwert von |W(À)| auÀerhalb der Hauptkeule tritt an der Stelle À = 2.5À ÀA
auf. Dies ist z.B. aus Bild 8.3(c) zu erkennen. Daraus folgt:

W(2.5 � ÀA) =
0.5

À
A

� si(2.5 � p) +
0.25

À
A

� si(1.5 � p) +
0.25

À
A

� si(3.5 � p)

=
1

p � ÀA
� (

1

5
Â -Â

1

6
Â -Â

1

14
) Ä -

0.0118

À
A

Â .

Amplitudenabstand Haupt-/Seitenkeule:

20 � lg
|W(0)|

|W(2.5 � ÀA)|
= 20 � lg

0.5

0.0118
Ä 32.5Â dB (in Tabelle 8.1: 32ÅdB).
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d) Maximaler Skalierungsfehler nach Abschnitt 8.3:

W(
f
A

2
) =

0.5
f
A

� si(0.5 � Ê)+
0.25
f
A

� si(- 0.5 � Ê) +
0.25
f
A

� si(1.5 � Ê) =
4

3Ê � fA

20 � lg
|W(0)|

|W(f
A

Â2)|
= 20 � lg(

3Ê
8

) = 1.42Â dB (Ábereinstimmung mit Tab. 8.1)

mit

ÄÀÅÃÇ

a) Da hier das VerhÄltnis f0/fA ganzzahlig ist, liefert das Rechteckfenster - und nur dieses
- das exakte Ergebnis, nÄmlich zwei Diracfuntionen bei f0 und -f0.

b) DemgegenÀber gibt es bei Anwendung des Hanning-Fensters insgesamt 6 Diracfun�
tionen bei Éf0, É(f0 - fA) und É(f0 + fA). Entsprechend den Ergebnissen von V8.1
sind deren Amplituden gleich xÊ/4, xÊ/8 und xÊ/8.

c) Hier gilt fA = 0.4 (normiert). Die Spektrallinie bei f = 0.8 setzt sich aus 2 Anteilen
zusammen, und zwar aus si(-0.5Ê ), herrÀhrend von der Diracfunktion bei f = 1, und
aus si(4.5Ê ), herrÀhrend von der Diracfunktion bei f = -1: 

Y
RF

(0.8) =
1
f
A

� Ësi(- 0.5 � Ê) + si(4.5 � Ê)È =
1
f
A

� (
2
Ê

+
2

9Ê
) Í 0.707Â (normiert).

Die Spektrallinie bei f = 1.2 setzt sich ebenfalls aus 2 Anteilen zusammen, und zwar
aus si(0.5Î

Ê ), herrÀhrend von der Diracfunktion bei f = 1, und aus si(5.5Î
Ê ),  der von

der Diracfunktion bei f = -1 stammt:  

Y
RF

(1.2) =
1
f
A

� Ësi(0.5 � Ê) + si(5.5 � Ê)È =
1
f
A

� (
2
Ê

-
2

11Ê
) Í 0.579Â (normiert).

D.h.: Bei f = 0.8 kommt es zu einer konstruktiven Áberlagerung der beiden Anteile,
bei f = 1.2 dagegen zu teilweiser AuslÅschung.

d) Es gilt (mit HF: Hanning-Fenster und RF: Rechteck-Fenster):

Y
HF

(f) = 0.5 � YRF(f) + 0.25 � YRF(f - f
A
) + 0.25 � YRF(f+ f

A
)Â .

Insbesondere:

Y
HF

(0.8) = 0.5 � YRF(0.8) + 0.25 � YRF(0.4) + 0.25 � YRF(1.2) =

= 0.5 � 0.707 + 0.25 � (- 0.303) + 0.25 � 0.579 = 0.422Â ,

Y
HF

(1.2) = 0.5 � YRF(1.2) + 0.25 � YRF(0.8) + 0.25 � YRF(1.6) =

= 0.5 � 0.579 + 0.25 � 0.707 + 0.25 � (- 0.163) = 0.425Â .

e) Sowohl bei f = 0.8 als auch bei f = 1.2 haben die AuslÄufer der Spektrallinie bei
f = -1 keinen EinfluÃ, da W(4.5Î fA) bzw. W(5.5Î fA) um mehr als 50ÇdB kleiner ist als
W(0.5Î fA). Der EinfluÃ der Spektrallinie bei  f = 1 ist fÀr  f = 0.8 und f = 1.2 gleich.
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MusterlÁsungen der VersuchsdurchfÂhrung (3. Termin)
D6.1:

a) Es handelt sich um eine gerade Funktion; es ist Ë(-È)=Ë(È).

b) ÍÂÄist 0, da dieser Koeffizient den Gleichanteil (Mittelwert) des Signals angibt.

c) Die Spektrallinien bei den (normierten) Frequenzen Î=1, 2 bzw. 3 sind 0.405, 0 und
0.045. Die dazugehÁrigen cos-Koeffizienten sind doppelt so groÂ.

mit Programm

nach (6.34) 

ÍÂ ÍÀ ÍÅ ÍÃ

0 00.810 0.090

0 0
8
ÇÅ

8
9 � ÇÅ

Die Werte stimmen exakt Äberein. Alle Koeffizienten mit geradzahligem Ï sind 0,
da Ë(È) = -Ë(È+ÌÂ/2) ist (man nennt dies Halbwellen-Antimetrie). 

d) N=1: In der Fourierreihe ist nur die Grundfrequenz (als Cosinus) enthalten.

N=3: Bereits recht gute AnnÀherung. GrÁÂte Abweichung aufgrund der Spitze im
Signalverlauf bei È=0 und Vielfachen von ÌÂ. Max. Abweichung: ca. 10 %.

N=10: Bis auf die Spitzen ist innerhalb der Zeichengenauigkeit kein Unterschied
zwischen Original und Fourierreihe feststellbar. Max. Abweichung: ca. 4 %.

N=100: Auch die Spitzen werden gut nachgebildet. Max. Abweichung: ca. 0.4 %.

mit Programm

nach (6.35)

ÍÂ ÍÀ ÍÃÍÅ ÍÉÍÊ

0 0 01.274 -0.424 0.254

0 0 0
4
Ç

-
4

3 � Ç

4
5 � Ç

e)

f) N=1: Die Grundfrequenz hat eine grÁÂere Amplitude als das Rechtecksignal
selbst, da die Fourierkoeffizienten alternierende Vorzeichen aufweisen.

N=10: Die Approximation ist aufgrund der Unstetigkeitsstellen deutlich schlechter
als beim Dreiecksignal. Diese Aussage gilt fÄr alleÑWerte von N.

N=100: Bei sehr groÂen N-Werten (z.B. N=100) wird der Funktionsverlauf mit
Ausnahme der Unstetigkeitsstellen gut nachgebildet.

Selbst fÄr NËÈ kommt es in der NÀhe der Sprungstellen aber zu Åberschwingern
bis zu ca. 9% ("GÓÔÔÖÒÕŠÚÑEÎÎŠÛÈ"). Der Wert an der Sprungstelle direkt ergibt sich
als der arithmetische Mittelwert von links- und rechtsseitigem Grenzwert. 
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D6.2:

a) GauÁ-TiefpaÁ: Die hÁherfrequenten Anteile des Rechtecksignals werden stÂrker
gedÂmpft als die niederfrequenten. Deshalb werden die Ecken "abgerundet". Je
kleiner die Grenzfrequenz fÜ, desto stÂrker ist dieser Effekt. Phasenverzerrungen
treten hier keine auf: auch y(t) ist eine gerade Funktion.

TiefpaÁ erster Ordnung: Das Eingangsspektrum X(f) wird nach Betrag und Phase
verÂndert (DÂmpfungs- und Phasenverzerrungen). Sowohl der Flankenanstieg als
auch der -abfall verlaufen nun nach Exponentialfunktionen. Je kleiner die Grenzfre�
quenz, desto langsamer erfolgt der Anstieg und der Abfall.

HochpaÁ erster Ordnung: Die hochfrequenten Flanken werden nun nicht beeinfluÄt.
Dagegen werden die konstanten Signalabschnitte sehr stark verformt (DÂmpfungs-
und Phasenverzerrungen), da H(0) = 0 ist. Je grÁÄer die 3dB-Grenzfrequenz fÙ, desto
stÂrker ist dieser Effekt.

b) Bei den TiefpÂssen machen sich die linearen Verzerrungen weniger bemerkbar als in
Teilaufgabe a), da das Eingangssignal nun weniger hochfrequente Anteile besitzt.
Entsprechend stÂrker sind die Verzerrungen beim HochpaÄ. Das Ausgangssignal lÂÄt
hier die Dreiecksform nicht mehr erahnen, lediglich die Spitzen werden einigermaÄen
richtig wiedergegeben.

c) Die dazugehÁrige Spektralfunktion ist ebenfalls ein Diracpuls (nun aber im Frequenz�
bereich) im Abstand fŸ=1/TŸ mit Impulsgewichten 1:

P(f) = Â
Ä

ÀŽ-Ä
Å(f - n � fŸ)À .

d) Es ist Y(f) = P(f)ÃH(f); das entspricht den Abtastwerten der Åbertragungsfunktion im
Abstand fŸ. Das Ausgangssignal ist formgleich mit der periodischen Fortsetzung der
Impulsantwort:

y(t) = T
Ÿ � Â

Ä

ÀŽ-Ä
h(t - n � TŸ)À .

e) Die Impulsantwort des GauÄ-Tiefpasses ist ebenfalls gauÄfÁrmig; deren Wert an der
Stelle t = 0 betrÂgt 2Ã fÙ. Beim TiefpaÄ erster Ordnung ist h(t) eine abklingende Expo�
nentialfunktion mit h(0)= 2ÇÃ fÙ.

f) Es ergeben sich bis auf kleinere Abweichungen die gleichen ZeitverlÂufe wie unter e).
Diese Abweichungen rÃhren davon her, daÄ nun É t/TŸ einen endlichen Wert besitzt.
FÃr den Grenzwert É t/TŸÊ 0 wÂren die Zeitfunktionen identisch.
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D6.3:

a) Der Abbruchfehler macht sich an der Signalspitze am stÁrksten bemerkbar. Dieser

Fehler ist um so grÂÄer, je kleiner N ist. 

b) Nach Vorbereitungsfrage V6.2(e) gilt:

x
�
(t) =

2Â � Ä1 +
2

3
� cos(À

�
� t) -

2

15
� cos(2 � À

�
� t) +

2

35
� cos(3 � À

�
� t) - .À .À .ÀÅ

Das Signal x�(t) ist doppelt so schnell. Es ergeben sich genau die gleichen Fourier�

koeffizienten wie unter Punkt a, wenn man die tatsÁchliche Periodendauer T�=T/2

einsetzt. Dies zeigt auch das Programm. 

c) Geht man dagegen wieder von der Periodendauer T�=T aus, so sind die Koeffizien�

ten mit ungeradem n gleich Null, wÁhrend fÅr gerades n gilt:

A
�Ã(x�(t)) =AÃ(x�(t))À .

Der Koeffizient A� und die B-Koeffizienten sind weiterhin 0. GegenÅber Punkt b)

ist die Approximation bei gleichem N=10 etwas schlechter, da nun nur mehr 5 von

0 verschiedene A-Koeffizienten herangezogen werden.

A
�

A
�

A
�

A
�

A
!

A
#

A
$

A
%

A
8

A
9

A
��

0.636 0.424 -0.085 0.036 -0.020 0.0130 0 0 0 0

Das Zeitsignal lautet nun mit À�=2Â/T:

x
�
(t) =

2Â � Ä1 +
2

3
� cos(2 � À

� � t) -
2

15
� cos(4 � À

� � t) +
2

35
� cos(6 � À

� � t) - .À .À .ÀÅ
d) Aus den SignalverlÁufen erkennt man sofort, daÄ x�(t)=x�(t-T/4) ist. Daraus folgt:

x
�
(t) =

2Â � Ä1 +
2

3
� cos(2 � À

� � (t -
T

4
)) -

2

15
� cos(4 � À

� � (t -
T

4
)) +

2

35
� cosÀ .À .À .ÀÅ

=
2Â � Ä1 +

2

3
� cos(2 � À

� � t - Â) -
2

15
� cos(4 � À

� � t - 2 � Â) +
2

35
� cosÀ .À .À .ÀÅ

=
2Â � Ä1 -

2

3
� cos(2 � À

� � t) -
2

15
� cos(4 � À

� � t) -
2

35
� cos(6 � À

� � t) - .À .À .ÀÅÀ .

A
�

A
�

A
�

A
�

A
!

A
#

A
$

A
%

A
8

A
9

A
��

0.636 -0.424 -0.085 -0.036 -0.020 -0.0130 0 0 0 0

e) A�=0, AÃ=0 fÅr alle n, B�=1, alle anderen (d.h. mit nÇ2) B-Koeffizienten sind 0.
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f) Es gilt:

x
5
(t) =

1
2

� &x
3
(t) + x

4
(t)’Â .

Das bedeutet, daÁ wegen der LinearitÄt die in d) und e) bestimmten Koeffizienten
jeweils halbiert und aufsummiert werden mÀssen. Daraus folgt:

A
0

A
1

A
2

A
3

A
4

A
5

A
6

A
7

A
8

A
9

A
10

0.318 -0.212 -0.042 -0.018 -0.010 -0.0060 0 0 0 0

B
1

B
2

B
3

B
4

B
5

B
6

B
7

B
8

B
9

B
10

0.5 0 0 0 00 0 0 0 0

ÂÄÀÅÃ

a) Die Vorgehensweise ist wie in der Anleitung beschrieben. Da x(t) auf den Bereich
-T/2v tvT/2 und h(t) auf t)0 begrenzt ist, beginnt y(t) ebenfalls erst bei -T/2. Bis
T/2 ist ein exponentieller Anstieg, anschlieÁend ein exponentieller Abfall feststellbar. 

b) Da nun die Impulsantwort ebenfalls symmetrisch zu t=0 ist, kann auf die Spiegelung
verzichtet werden. Es ergibt sich ein dreieckfÅrmiger Ausgangsimpuls (falls f1=1.0,
d.h. Breite der Impulsantwort ebenfalls 1) bzw. ein trapezfÅrmiger Ausgangsimpuls
(falls f1=0.5, d.h. Breite der Impulsantwort gleich 2).  

c) Die Breite des gauÁfÅrmigen Eingangsimpulses wird durch die Faltung mit der
Impulsantwort vergrÅÁert. Man erhÄlt genau das gleiche Ergebnis, wenn ein rechteck�
fÅrmiger Eingangsimpuls mit einer gauÁfÅrmigen Impulsantwort gefaltet wird.

d) Die Faltung eines gauÁfÅrmigen Eingangsimpulses mit einer gauÁfÅrmigen Impuls�
antwort ergibt wieder einen GauÁimpuls, dessen Breite von den Parametern abhÄngt.
Der Ausgangsimpuls ist stets breiter als Eingangsimpuls und Impulsantwort.  

ÂÇÀÉÃ

Ergebnis V7.1

Ãberlagerungssatz Á-mal angewendet

Á=0 Á=1 Á=2 Á=3 Á=4

M=256

Ausgabe "dft"

A=240

M=256

A=240

M=136

A=128

M=136

A=128

M=80

A=80

M=56

A=64

M=32

A=64

M=32

A=64

a)
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b) Nach der BUK stehen die Koeffizienten mit Index n  in Zeile k  (0 v n, k v 15).

* 0 1 2 3 4 5 6 7

*,als Dualzahl 0000 0001 0010 0011 0100 0101 0110 0111

Bitumkehrung 0000 1000 0100 1100 0010 1010 0110 1110

/ 0 8 4 12 2 10 6 14
Â

* 8 9 10 11 12 13 14 15

*,als Dualzahl 1000 1001 1010 1011 1100 1101 1110 1111

Bitumkehrung 0001 1001 0101 1101 0011 1011 0111 1111

/ 1 9 5 13 3 11 7 15

ÄÀÅÃÇ

m

É � Ê(m)

1514131211109876543210

16 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

a)

Dies ist das Áquivalent zur Fourierkorrespondenz Ë(È) = 1  Í(Î) = d(Î) .

m

É � Ê(m)

1514131211109876543210

8 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 8

b)

0

Entsprechend Ë( È) =cos(2p � ÎÏ � È)
 

Í( Î) =0.5 � Ád(Î - ÎÏ) + d(Î + ÎÏ)Â . 

Der Wert É/2 bei m = 1 entspricht der Diracfunktion bei ÎÏ, wobei die Frequenz den
bei DFT kleinstmÂglichen Wert  ÎÌ besitzt. Der Wert É/2 bei m = 15 entspricht der
Diracfunktion bei ÑÎÏ, wenn man die (implizite) periodische Fortsetzung der DFT
berÄcksichtigt. 

m

É � Ê(m)

1514131211109876543210

-8Àj 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 8Àj

c)

0

Entsprechend Ë( È) =sin(2p � ÎÏ � È)
 

Í( Î) =
1
2j

� Ád(Î - ÎÏ) - d(Î + ÎÏ)ÂÅ .

m

É � Ê(m)

1514131211109876543210

16 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

d)

0

Entsprechend Ë( È) =eÓÔÖÒÕŠÒÚ

 
Í( Î) =d(Î - ÎÏ)Å mitÅ ÎÏ = ÎÌ .
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m

N � D(m)

1514131211109876543210

0 8 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 8 0

e)

0

Durch die Frequenzverdopplung verschieben sich die beiden Spektralwerte ungleich

0 (jeweils N/2) von m = 1 auf m = 2 und von m = 15 auf m = 14.  

m

N � D(m)

1514131211109876543210

0 0 0 0 0 0 0 16 0 0 0 0 0 0 0

f)

0

ErhÁht man die Frequenz der Cosinusschwingung gegenÂber Punkt e) weiter, so

rutschen die beiden Werte ungleich 0 immer mehr nach innen. Der hier betrachtete

Fall entspricht einer Cosinusschwingung mit der maximalen Frequenz f: = 8Â f;.

Somit werden pro Periodendauer nur mehr zwei Abtastwerte (einmal +1, einmal -1)

berÂcksichtigt. Die beiden "Diracfunktionen" fallen nun bei m = 8 zusammen und

ergeben den Wert N= 16. 

g) Die Gleichfolge liefert den Wert N= 16 bei m = 0, die zwischen Ä1 alternierende

Folge bei m = 8. Aufgrund der LinearitÄt ist die halbe Summe beider Folgen die

gewÂnschte Eingangsfolge.

n

d(n)

1514131211109876543210

0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 01

h) Das Ergebnis lautet: 16ÀÅD(m)Ã = Å 16, 0, 16, 0, 16, 0, 16, 0, 16, 0, 16, 0, 16, 0, 16, 0 Ã

bzw. ÅD(m)Ã = Å 1, 0, 1, 0, 1, 0, 1, 0, 1, 0, 1, 0, 1, 0, 1, 0 Ã. Die Zeitfolge beschreibt einen

Diracpuls im Abstand 8ÂT;, so daÀ sich nach (7.2) im Frequenzbereich ein Diracpuls

im Abstand 1/(8ÂT;) = 2Â f; ergibt. Im Vergleich zu g) erkennt man das Rezipro�

zitÄtsgesetz zwischen Zeit- und Frequenzbereich unter BerÂcksichtigung von N= 16.

ÇÉÊËÈ

2 -1 0

X(f)

1-2
Dt � f

a)

D(0)
D(1)

D(2) D(3)D(4) D(6)

D(7)

D(5)
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Der Abstand zweier Spektrallinien betrÁgt fA =1/TP = 0.5, die Frequenzperiode ist

fP =1/TA = 4 (jeweils normiert). Man erkennt zunÁchst die periodische Fortsetzung

im Zeitbereich (Diskretisierung im Spektralbereich), anschlieÂend die periodische

Fortsetzung im Spektralbereich (d.h. Diskretisierung im Zeitbereich). Die jeweils N

StÄtzwerte im Zeit- und Spektralbereich ergeben die finiten Signale.

m = fÂf
A 0

X(m � fA) 1.0000 0. 0.
4

<
2

Ä 0.4053

1 2 3 4

4

9<2
Ä 0.045

D(m)Âf
A

(nach V7.3) 0.4268

D(m)Âf
A

(von "dft") 0.4268

1.0000

1.0000

0.

0.

0.

0.

>À0.0697

0.0732

b)

Die vom Programm ermittelten Werte stimmen gut mit den berechneten Äberein.

m = fÂf
A 0

X(m � fA) 0.5000 0. 0.

1 2 3 4

D(m)Âf
A

(von "dft")
0.21330.5000 0. 0.0.0366

c)

0.2026 0.0225

Der Abstand zweier Spektrallinien betrÁgt nun fA =1/TP = 1, die Frequenzperiode

ist fP =1/TA = 8 (jeweils normiert). Bis auf den Faktor 0.5 (fÄr alle Spektralwerte)

ergibt sich genau die gleiche Konstellation wie unter Punkt b).

d) Weiterhin ist fA =1/TP = 1; dagegen gilt hier: fP =1/TA = 16. Durch die DFT-

Koeffizienten werden nun doppelt so viele Abtastwerte der Spektralfunktion an�

genÁhert, nÁmlich diejenigen fÄr f =-8À fA bis f =7À fA, und der Fehler wird gegen�

Äber Punkt c) kleiner.

e) Die Genauigkeit ist vergleichbar mit Punkt d), nur liegen die Abtastwerte der Spek�

tralfunktion doppelt so eng. Wie bei Punkt a) liegen diese bei Vielfachen von fA = 0.5.

Aufgrund des breiteren Spektrums ist jetzt aber erst der DFT-Koeffizient D(4) = 0.

ÅÃÇÉÊ

a) Mit TP=Ët betrÁgt der Abstand zweier Spektrallinien jeweils fA =1/TP = 1/Ët. Die

32 StÄtzwerte liegen demzufolge im Frequenzbereich von -16/Ët  bis 15/Ët. Aufgrund

des groÂen Abbruchfehlers, der bereits aus dem Zeitverlauf (siehe Skizze a) zu er�

ahnen ist, wird bei dieser Parameterwahl der Spektralwert X(m À fA) durch D(m)/fA nur

unzureichend angenÁhert. Der mittlere quadratische Fehler ist demzufolge sehr groÂ.

Dagegen spielt hier der Aliasingeffekt wegen der relativ groÂen Frequenzperiode

fP =NÀ fA= 32 keine Rolle.
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N = 32 TP = >t TP = 2Á>t TP = 4Á>t TP = 8Á>t TP = 16Á>t

MQF 1.77 � 10-3 1.83 � 10-5 2.10 � 10-13 4.20 � 10-13 1.47 � 10-4

MQFÂÁÂfÂ 1.77 � 10-3 9.15 � 10-6 5.24 � 10-14 5.24 � 10-14 9.15 � 10-6

b) VergrÄÀert man TP, so nimmt der Abbruchfehler stetig ab. Gleichzeitig gewinnt der

Aliasingfehler zunehmend an Bedeutung, da bei konstantem N die Frequenzperiode

fP umgekehrt proportional zu TP ist. Bei TP=16?>t betrÅgt der StÃtzstellenabstand

im Frequenzbereich fA=1/(16?>t). Mit N=32 folgt daraus fÃr die Frequenzperiode

fP=2/>t, so daÀ hier die DFT-NÅherung im Randbereich, z.B. bei f =-1/>t, einen

um den Faktor 2 verfÅlschten (zu groÀen) Wert liefert.

Bei N=32 ist der optimale DFT-Parameter TP/ÄtÀ4. Bei dieser Parameterwahl

sind sowohl der Abbruchfehler als auch der Aliasingeffekt vernachlÅssigbar. ErhÄht

man TP, so nimmt der Aliasingfehler zu, bei kleinerem TP der Abbruchfehler.

c) Mit N = 1024 ist der MQF - und damit auch das Produkt - grundsÅtzlich kleiner. Be�

trachtet man z.B. TP=8?>t, so ist unabhÅngig von N der EinfluÀ des Abbruchfehlers

vernachlÅssigbar. Aufgrund der grÄÀeren StÃtzstellenzahl wird hier die GauÀfunktion

im relevanten Zeitbereich genauer dargestellt. Der Abstand zweier Spektrallinien be�

trÅgt fA =1/TP = 0.125/>t (unabhÅngig von N). Dagegen wird die Frequenzperiode

von fP=4/>t (bei N=32) auf fP=128/>t (bei N=1024) vergrÄÀert und damit der

Aliasingfehler verringert. Je grÄÀer N, um so grÄÀer ist der optimale Wert von TP.

N = 1024 TP = >t TP = 2Á>t TP = 4Á>t TP = 8Á>t TP = 16Á>t

MQF 5.52 � 10-5 5.43 � 10-7 3.95 � 10-15 8.15 � 10-17 1.80 � 10-16

MQFÂÁÂfÂ 5.52 � 10-5 2.71 � 10-7 9.87 � 10-16 1.02 � 10-17 1.13 � 10-17

d) Der mittlere quadratische Fehler (MQF) ist hier nahezu unabhÅngig von N. Durch

eine VergrÄÀerung von N bei konstantem TA erreicht man auch eine zu N propor�

tionale VergrÄÀerung von TP. Das bedeutet, daÀ dann das Zeitkoeffizientenfeld mit

Nullen aufgefÃllt wird.

   Rechteck   N = 128    N = 256    N = 512   N = 1024

   TP/>t 1.28 2.56 5.12 10.24

   MQF 6.02 � 10-6 6.09 � 10-6 6.10 � 10-6 6.10 � 10-6

MQF � fA 4.70 � 10-6 2.38 � 10-6 1.19 � 10-6 5.97 � 10-7

Durch dieses "zero padding" wird jedoch keine grÄÀere Genauigkeit der DFT erzielt.

Der einzige Effekt ist, daÀ dadurch der Abstand zweier Spektrallinien (fA =1/TP)

kleiner wird, was auch am Produkt MQF? fA zu erkennen ist.
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e) Bei dieser Einstellung ist der StÁtzstellenabstand im Frequenzbereich fA=1/(16@Ct)

unabhÂngig von N. Aus diesem Grund liefert das Produkt MQF@ fA die gleiche Infor�

mation Áber die GÁte der DFT wie MQF allein.

Der maximale relative Fehler Â rel,max ist ebenfalls nahezu unabhÂngig von N und

auf das sogenannte Gibbsche PhÁnomen zurÁckzufÁhren. Das bedeutet aber auch, daÄ

die Genauigkeit der SpektralstÁtzstellen bei tiefen Frequenzen (also derjenigen, die

ungleich Null sind) durch eine VergrÀÄerung von N nicht verbessert wird. Die

Abnahme von MQF mit wachsendem N ist allein darauf zurÁckzufÁhren, daÄ dann

Áber mehr SpektralstÁtzstellen gemittelt wird, wobei die ÂuÄeren (also diejenigen, die

eigentlich exakt gleich Null sind) sehr genau sind.

  si-Impuls   N = 128    N = 256    N = 512   N = 1024

     MQF 4.47 � 10-4 2.23 � 10-4 1.12 � 10-4 5.58 � 10-5

   MQF � fA 2.79 � 10-5 1.40 � 10-5 6.98 � 10-6 3.49 � 10-6

Ârel,max 9.59% 9.62% 9.62% 9.62%

ÄÀÅÃÇ

a) Der Abstand zweier Spektrallinien betrÂgt fA =1/TP = 0.5, die Frequenzperiode ist

fP =1/TA = 8. Man erkennt zunÂchst die periodische Fortsetzung im Zeitbereich. Da

hier die Anzahl der Signalperioden innerhalb von TP ganzzahlig ist, ergibt sich durch

die periodische Fortsetzung wiederum ein Cosinussignal. Bei der Zeitdiskretisierung

werden pro Signalperiode 4 Abtastwerte herangezogen (TA
@ f0 =0.25). FÁr die DFT-

Spektralkoeffizienten gilt: D(4) = D(12) = 0.5; alle anderen sind Null. Diese Koeffi�

zienten geben genau die beiden Diracfunktionen bei f = 2 bzw. f = -2 wieder. 

b) Bei der Zeitdiskretisierung werden nun pro Periode nur 2 Abtastwerte herangezogen:

TA
@ f0 =0.5. Dies ist nach dem Abtasttheorem der grÀÄtmÀgliche Wert fÁr das

Produkt TA
@ f0. Nun ist D(8) = 1 und alle anderen sind 0. Das bedeutet, daÄ nun die

beiden Diracfunktionen bei f = 4 bzw. f = -4 zusammenfallen. 

c) Das Abtasttheorem ist nicht mehr erfÁllt: TA
@ f0 =1 (ein Abtastwert pro Periode). Alle

DFT-Signalkoeffizienten sind somit - wie bei einem Gleichsignal - identisch 1. Folge�

richtig ist nun D(0) = 1 und alle anderen sind 0. 

d) Das Abtasttheorem ist ebenfalls nicht mehr erfÁllt: TA
@ f0 =0.75 (>0.5). Es ergeben

sich die von Null verschiedenen DFT-Signalkoeffizienten D(2) = D(6) = 0.5. Das

gleiche Ergebnis ergÂbe sich mit f0 =1, d.h. die Spektralanalyse ist nicht eindeutig.

Anhand der Abtastwerte im Zeitbereich ist dieses Ergebnis verstÂndlich. 
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D8.2:

MQF("Rechteck") = MQF("Hanning") =a) 4.8 � 10-52.4 � 10-10

Bei einem impulsartigen Signal macht Fensterung keinen Sinn. Eine AbdÁmpfung an

den RÁndern findet nicht statt, im inneren Bereich wird das Signal nur verfÁlscht.

b) Linienspektrum; die Gewichte der Diracfunktionen sind dabei proportional zum

kontinuierlichen Spektrum von a).

a)

b)

Rechteckfenster

Hanning-Fenster

MQFÂ fÄrÂF
P

= 16
c)

MQFÂ fÄrÂF
P

= 15

2.5 � 10-9 1.6 � 10-4

2.5 � 10-4 2.4 � 10-4

FÄr FP = 15 ergibt sich ein starker Leckeffekt, da der Ausschnitt kein ganzzahliges

Vielfaches der Periodendauer F0 = 2 ist.

d) Beim Hanning-Fenster ist der MQF nahezu unabhÁngig von FP. 

e) Mit dem Hanning-Fenster sind die Spektrallinien deutlich besser zu erkennen. Trotz�

dem fÄhrt das Rechteckfenster (fast) immer zum kleineren MQF. Dies bedeutet aber

auch: Das Kriterium "MQF" ist nicht fÄr alle Anwendungen aussagekrÁftig, weil hier�

bei Äber alle Fehler gemittelt wird.

D8.3:

a) Es ergibt sich das VerhÁltnis I0/IA= 7.5. Die benachbarten Spektrallinien liegen bei

I0/IA= 7 und I0/IA= 8. Die Gewichte sind 0.659 (-3.63 dB) bzw. 0.616 (-4.21 dB). Die

Differenzen gegenÄber 1 (0 dB)  beschreiben den Skalierungsfehler. Der linke Wert

ist aufgrund der FaltungsauslÁufer etwas grÀÅer.

Rechteckfenster

Y(0 � IA) ÂÄÀ Å ÃÇÉ ÂÄÊ Å ÃÇÉ ÂÄËÈ Å ÃÇÉ

-0.085
(-21.43ÃdB)

0.659
(-3.63ÃdB)

0.616
(-4.21ÃdB)

-0.029
(-30.95ÃdB)

0.0008
(-62.29ÃdB)

0.424
(-7.45ÃdB)

0.424
(-7.44ÃdB)

0.0004
(-68.64ÃdB)

0.0016
(-56.27ÃdB)

0.848
(-1.43ÃdB)

0.0008
(-62.62ÃdB)

0.848
(-1.42ÃdB)

Hanning-Fenster
(ohne FF-Anpassung)

Hanning-Fenster
(mit FF-Anpassung)

b) Die Gewichte der benachbarten Spektrallinien bei I0/IA= 7 und I0/IA= 8 sind nun

beide etwa gleich hoch: Í0.424 (-7.45 dB). Das bedeutet einen gegenÄber a) um

3.24 dB grÀÅeren (maximalen) Skalierungsfehler. Dagegen sind die Seitenkeulen

deutlich (mehr als 50 dB) kleiner.
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c) Die FlÁche des Hanning-Fensters ist 0.5 (siehe Tabelle 8.1). Die korrigierten Spek�
tralkoeffizienten erhÁlt man somit aus b) durch Multiplikation mit 2.

d) Ein Vergleich der Ergebnisse von a) und c) ist ein Vergleich unter der Voraussetzung
der vollstÁndigen FensterflÁchenanpassung (beim Rechteckfenster gilt ja W(0) = 1).
Man erkennt den grÂÄeren Skalierungsfehler und den deutlich kleineren Haupt-/
Seitenkeulenabfall des Rechteckfensters. Die Simulationsergebnisse stimmen gut mit
den in Tabelle 8.1 angegebenen Werten Àberein.

e) Eigentlich sollte Y(8)=1 und alle anderen 0 sein. Das Hanning-Fenster (TP=16)
ohne FensterflÁchenanpassung liefert Y(8)=0.5 und Y(7)=Y(9)= 0.25. Dies ergibt
einen Summenfehler von 0.52+2J0.252=0.375. Mit FensterflÁchenanpassung erhÁlt
man: Y(8)=1 und Y(7)=Y(9)= 0.5. Daraus folgt der Summenfehler 2J0.52=0.5.

f) Das Blackmann-Harris-Fenster 4. Ordnung und das Kaiser-Bessel-Fenster. 

Y(0 � fA) Y(7 � fA) Y(8 � fA) Y(15 � fA)

Blackman-Harris 0.000016
(-95.99ÅdB)

0.326
(-9.73ÅdB)

0.000008
(101.91ÅdB)(ohne FF-Anpassung)

g)

Blackman-Harris 0.000044
(-87.09ÅdB)

0.908
(-0.83ÅdB)

0.000022
(-93.01ÅdB)(mit FF-Anpassung)

0.326
(-9.73ÅdB)

0.908
(-0.83ÅdB)

Ohne FensterflÁchenanpassung ist der maximale Skalierungsfehler gleich 9.73 dB.
Mit FensterflÁchenanpassung ist wegen W(0) = 0.359 der maximale Skalierungs�
fehler dagegen nur mehr 0.83 dB (gute Ãbereinstimmung mit Tabelle 8.1). 

ÂÄÀÅÃ

a) Die Periodendauer des Summensignals ergibt sich zu T0 = 5. Damit gilt TP = 2JT0

(d.h.: geradzahliges Vielfaches).

b) Die Periodendauer des Summensignals ist nun T0 = 20; die optimale Fensterbreite
wÁre ein Vielfaches davon. Die Frequenzen f1 = 1.05 und f2 = 1.25 liegen nun genau
in der Mitte zwischen zwei SpektralstÀtzstellen.

c) Die beiden Frequenzen f1 = 1.05 und f2 = 1.25 liegen im Abstand 2J fA. Sie kÂnnen
aufgelÂst werden, wenn die normierte 6dB-Bandbreite B6dB/fA kleiner als 2 ist. Dies
gilt sowohl fÀr das Rechteckfenster (B6 dB/fA = 1.21) als auch fÀr das Tukey-Fenster
(B6 dB/fA = 1.57), nicht jedoch fÀr das Blackmann-Harris-Fenster (B6 dB/fA = 2.72).

d) Das Rechteckfenster ist aufgrund des sehr kleinen Wertes zwischen Haupt- und
Seitenkeule (13 dB) sowie des langsamen Abfalls der Seitenkeulen (6 dB) ungeeignet.
Bei Anwendung von Hanning-, Hamming- und Kaiser-Bessel-Fenster wird dagegen
der kleinere Signalanteil nicht vollstÁndig verdeckt.
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MusterlÁsungen der C-Programme (3. Termin)

Á6.1:

#include <math.h>                     
  double lzisig(t,T0,A0,N,An,Bn)
  long N;
float t,T0,A0,An[],Bn[];
{ double arg=6.283185307,sum;               
  long nue;
  sum=A0;                                    /* Gleichanteil               */
  arg *= (t/T0);                             /* Argument von Cosinus/Sinus */
  for (nue=1; nue<=N; nue++)
    { sum += An[nue-1]*cos(nue*arg);         /* Cosinusbeitrag             */
      sum += Bn[nue-1]*sin(nue*arg);         /* Sinusbeitrag               */
    }
    return(sum);
}

Á7.1:

#include <math.h>
#define pi 3.141592654
void dftstu(L,N,Re,Im)
  long L,N;
  float Re[],Im[];
{ long IL,k,m,mu;
  float arg,ReW,ImW,ReX,ImX;
  IL=pow(2.,L-1);                        /* IL: Anzahl der Phasenfaktoren */
  
  for (mu=0; mu<IL; mu++)                /* ÁuÂere Schleife: Drehfaktor   */
  { arg = -pi*(double)mu/(double)IL;         /* Argument des Drehfaktors  */
    ReW = cos(arg);                          /* Realteil von W            */
    ImW = sin(arg);                          /* ImaginÄrteil von W        */
    
    for(k=mu; k<N; k+=2*IL)             /* Innere Schleife: Butterfly     */
      { m=k+IL;                              /* VerknÀpfung Index k und m */

  ReX = ReW*Re[m] - ImW*Im[m];
  ImX = ReW*Im[m] + ImW*Re[m];         /* HilfgrÅÂe                 */
  Re[m] = Re[k] - ReX;
  Im[m] = Im[k] - ImX;                 /* Differenz                 */
  Re[k] += ReX;
  Im[k] += ImX;                        /* Summe                     */ 

      }
  }
}                

Á7.2:

# include <math.h>
void dftfft(dir,N,Re,Im,TA)
  long dir,N;
  float Re[],Im[],TA;
{ void BUK(),dftstu();
  long i, ldN, L;
  BUK(N,Re,Im);                          /* Bitumkehr */ 
  if(dir==0)                             /* Falls Transformation  t -> f: */
    { for(i=0;i<N;i++)
        Im[i] = - Im[i];                 /* Eingangswerte konjugieren     */
    }
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  ldN=(log10((double)N)/log10(2.)+.5);   /* Logarithmus Dualis von N      */
  for(L=1; L<=ldN; L++)                  /* ldN-facher Aufruf von dftstu  */ 
    dftstu(L,N,Re,Im);
  for(i=0;i<N;i++)
  { if(dir==0)                           /* Falls Transformation  t -> f: */
      { Im[i] /= - (N*TA);                  /* Ausgangswerte konjugieren  */
        Re[i] /= (N*TA);                    /* und Multiplikation mit fA  */
      }
    else                                 /* Falls Transformation  f -> t: */
      { Re[i] *= TA;
        Im[i] *= TA;                     /* und Multiplikation mit TA     */
      }
  }
}

Á8.1:

# include <math.h>
#define pi 3.141592654
  void spacos(signal,spektrum)
  float signal[ ],spektrum[ ];
{ long i,N=512;
  float TA,Wert,Hilf[512];
  void fft();
  TA = 16./(float)N;

  for(i=0; i<N; i++)                            /* Belegen des Signalfeldes */
    { signal[i] =  2.*cos(16.*pi*(float)(i-N/2)/(float)N);
      signal[i] *= 0.54+0.46*cos(2*pi*(float)(i-N/2)/(float)N);
      Hilf[i]=0.;
    }
  for(i=0; i<N/2; i++)                       /* Umsortieren der Signalwerte */
    { Wert=signal[i]; 
      spektrum[i]=signal[i+N/2]; 
      spektrum[i+N/2]=Wert;
    }
  
  fft(1L,N,spektrum,Hilf,TA);           /* FFT (in den Frequenzbereich) */

  for(i=0;i<N/2;i++)                   /* RÁcksortieren der Spektralwerte */ 

    { Wert=spektrum[i]; 
      spektrum[i]=spektrum[i+N/2] ; 
      spektrum[i+N/2]=Wert;
    }
}
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Anhang A: Einige Hinweise zu den C-Programmen

Die hier verwendeten Graphikprogramme sind in Fortran77 geschrieben. Damit Sie
C-Programmteile in die Hauptprogramme einbinden kÁnnen, muÂten Interfaces erstellt
werden, die die ParameterÄbergabe von den Fortran- zu den C-Routinen (und umge�
kehrt) bewerkstelligen. Dies ist der Grund dafÄr, daÂ Sie bei der C-Programmierung
einige - nach unserer Auffassung nicht sehr gravierende - Restriktionen in Kauf nehmen
mÄssen. Diese sind nachfolgend am Beispiel der Àbungsaufgabe À1.2 zusammengestellt,
wobei die C-Funktion "long z2(M, p)" zu erstellen ist. Diese soll in das Hauptprogramm
"dis" eingebunden werden.

1. Verlassen Sie das HauptmenÄ mit dem MenÄpunkt "Z: Zur DOS-Ebene"; Sie befinden
sich danach in Ihrem Homeverzeichnis. (Dieses wird Äbrigens in "LNTSIM.BAT"

durch die DOS-Variable "SIMTMP" bestimmt).

2. Schreiben Sie Ihren C-Code mit "edit" in die Datei "z2.c". Zum Àbersetzen und
Binden kÁnnen Sie die DOS-Prozedur "mkdis" verwenden. 

3. Starten Sie das Hauptprogramm "dis". Mit dem MenÄpunkt 7 kÁnnen Sie nun Ihre
C-Funktion "z2" testen. Das EingabemenÄ ist dabei an die aktuelle Àbungsaufgabe
À1.2 angepaÂt.   

4. Beachten Sie unbedingt den bei der Aufgabenbeschreibung vorgegebenen Datei�
header, der fÄr vorliegendes Beispiel wie folgt lautet:  

long z2(M,p)
long M; float p;
{ }

Das eigentliche Programm folgt dann zwischen den geschweiften Klammern.

5. Da das Programm "z2" die Funktion "long z1(M, p_mue)" von À1.1 verwenden soll,
muÂ diese intern mit "long z1()" als Longvariable definiert werden.  

6. Der Aufruf von "random()" liefert eine zwischen 0 und 1 gleichverteilte ZufallsgrÁÂe.
Im aufrufenden Programm muÂ diese Funktion vorher mit "float random()" definiert
werden.

7. BenÁtigt Ihr Programm eine mathematische Funktion, so muÂ die Mathematik-
Bibliothek hinzugebunden werden. FÄgen Sie in diesem Fall als erste Zeile in Ihr
Programm ein: 

#include <math.h>

8. Funktionsaufrufe mit einem Parameter lauten: "double aaa (double x)". Beispielsweise
steht hier "aaa" fÄr "cos" (Cosinus), "sin" (Sinus), "tan" (Tangens), "log" (natÄrlicher
Logarithmus), "log10" (Logarithmus zur Basis 10), "exp" (Exponentialfunktion), "sqrt"

(Quadratwurzel). Die Potenz x Á  erzeugt man mit "double pow (double x, double y)".

9. Eine komplexe GrÁÂe z wird wie folgt definiert: "struct cmplx z". Deren Realteil wird
mit "z.x", der ImaginÅrteil mit "z.y" angesprochen. Voraussetzung ist die Bereit�
stellung der entsprechenden Bibliothek mit der Zeile

#include "complex.h"
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Anhang B: Tabellen der Fehlerfunktionen

 0.0           dB   0.500000   0.500000E+00   0.500000E+00
 0.2   -13.979 dB   0.579260   0.420740E+00   0.388649E+00

 0.4    -7.959 dB   0.655422   0.344578E+00   0.285804E+00
 0.6    -4.437 dB   0.725747   0.274253E+00   0.198072E+00
 0.8    -1.938 dB   0.788145   0.211855E+00   0.128950E+00

 1.0     0.000 dB   0.841345   0.158655E+00   0.786496E-01
 1.2     1.584 dB   0.884930   0.115070E+00   0.448430E-01
 1.4     2.923 dB   0.919243   0.807567E-01   0.238577E-01

 1.6     4.082 dB   0.945201   0.547993E-01   0.118259E-01
 1.8     5.105 dB   0.964070   0.359303E-01   0.545475E-02
 2.0     6.021 dB   0.977250   0.227504E-01   0.233887E-02

 2.2     6.848 dB   0.986097   0.139035E-01   0.931423E-03
 2.4     7.604 dB   0.991802   0.819755E-02   0.344257E-03
 2.6     8.299 dB   0.995339   0.466119E-02   0.118017E-03

 2.8     8.943 dB   0.997445   0.255513E-02   0.375066E-04
 3.0     9.542 dB   0.998650   0.134990E-02   0.110453E-04
 3.2    10.103 dB   0.999313   0.687138E-03   0.301288E-05

 3.4    10.630 dB   0.999663   0.336929E-03   0.760996E-06
 3.6    11.126 dB   0.999841   0.159109E-03   0.177931E-06
 3.8    11.596 dB   0.999928   0.723480E-04   0.385020E-07

 4.0    12.041 dB   0.999968   0.316713E-04   0.770863E-08
 4.2    12.465 dB   0.999987   0.133457E-04   0.142774E-08
 4.4    12.869 dB   0.999995   0.541254E-05   0.244585E-09

 4.6    13.255 dB   0.999998   0.211246E-05   0.387480E-10
 4.8    13.625 dB   0.999999   0.793328E-06   0.567606E-11
 5.0    13.979 dB   1.000000   0.286652E-06   0.768730E-12

 5.2    14.320 dB   1.000000   0.996443E-07   0.962455E-13
 5.4    14.648 dB   1.000000   0.333204E-07   0.111384E-13
 5.6    14.964 dB   1.000000   0.107176E-07   0.119142E-14

 5.8    15.269 dB   1.000000   0.331574E-08   0.117780E-15
 6.0    15.563 dB   1.000000   0.986589E-09   0.107599E-16
 6.2    15.848 dB   1.000000   0.282316E-09   0.908340E-18

 6.4    16.124 dB   1.000000   0.776883E-10   0.708539E-19
 6.6    16.391 dB   1.000000   0.205579E-10   0.510666E-20
 6.8    16.650 dB   1.000000   0.523095E-11   0.340042E-21

 7.0    16.902 dB   1.000000   0.127981E-11   0.209191E-22
 7.2    17.147 dB   1.000000   0.301063E-12   0.118891E-23
 7.4    17.385 dB   1.000000   0.680922E-13   0.624192E-25

 7.6    17.616 dB   1.000000   0.148065E-13   0.302727E-26
 7.8    17.842 dB   1.000000   0.309536E-14   0.135621E-27
 8.0    18.062 dB   1.000000   0.622097E-15   0.561215E-29

 8.2    18.276 dB   1.000000   0.120194E-15   0.214511E-30
 8.4    18.486 dB   1.000000   0.223240E-16   0.757313E-32
 8.6    18.690 dB   1.000000   0.398579E-17   0.246937E-33

 8.8    18.890 dB   1.000000   0.684079E-18   0.743680E-35
 9.0    19.085 dB   1.000000   0.112859E-18   0.206852E-36
 9.2    19.276 dB   1.000000   0.178976E-19   0.531368E-38

 9.4    19.463 dB   1.000000   0.272817E-20   0.126064E-39
 9.6    19.645 dB   1.000000   0.399722E-21   0.276196E-41
 9.8    19.825 dB   1.000000   0.562928E-22   0.560519E-43

10.0    20.000 dB   1.000000   0.761985E-23   0.140130E-44

x Á0 � ÂÄÀxÅ ÀxÅ QÀxÅ
1

Á
� ÃrÇÉÀxÅ

- Â
0.135517E+01
0.600963E+00

0.328018E+00
0.185933E+00
0.103777E+00

0.556967E-01
0.283824E-01
0.136295E-01

0.613774E-02
0.258337E-02
0.101388E-02

0.370380E-03
0.125774E-03
0.396614E-04

0.116044E-04
0.314825E-05
0.791538E-06

0.184347E-06
0.397557E-07
0.793640E-08

0.146619E-08
0.250611E-09
0.396247E-10

0.579440E-11
0.783543E-12
0.979642E-13

0.113233E-13
0.120985E-14
0.119481E-15

0.109054E-16
0.919860E-18
0.716989E-19

0.516397E-20
0.343644E-21
0.211284E-22

0.120015E-23
0.629792E-25
0.305304E-26

0.136717E-27
0.565533E-29
0.216084E-30

0.762593E-32
0.248584E-33
0.748421E-35

0.208113E-36
0.534471E-38
0.126766E-39

0.277737E-41
0.560519E-43
0.140130E-44
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3Anhang

Die vorherige Tabelle gilt fÁr Âquidistante x-Werte, die nachfolgende fÁr Âquidistante dB-Werte.

 3.162  10.00 dB   0.999217   0.782701E-03   0.387211E-05   0.404995E-05

 3.255  10.25 dB   0.999432   0.567725E-03   0.208500E-05   0.217578E-05

 3.350  10.50 dB   0.999595   0.404562E-03   0.108385E-05   0.112858E-05

 3.447  10.75 dB   0.999717   0.282936E-03   0.542794E-06   0.564021E-06

 3.548  11.00 dB   0.999806   0.193986E-03   0.261307E-06   0.270989E-06

x ÊË È ÍÎÏxÌ ÑÏxÌ
Ó

Ê
È ÔÖÒÕÏxÌ

 1.000    .00 dB   0.841345   0.158655E+00   0.786496E-01   0.103777E+00

 1.029    .25 dB   0.848307   0.151693E+00   0.727642E-01   0.950314E-01

 1.059    .50 dB   0.855258   0.144742E+00   0.670652E-01   0.867179E-01

 1.090    .75 dB   0.862184   0.137816E+00   0.615667E-01   0.788379E-01

 1.122   1.00 dB   0.869073   0.130927E+00   0.562820E-01   0.713922E-01

 1.155   1.25 dB   0.875910   0.124090E+00   0.512231E-01   0.643805E-01

 1.189   1.50 dB   0.882682   0.117318E+00   0.464013E-01   0.578013E-01

 1.223   1.75 dB   0.889374   0.110626E+00   0.418262E-01   0.516521E-01

 1.259   2.00 dB   0.895971   0.104029E+00   0.375061E-01   0.459288E-01

 1.296   2.25 dB   0.902458   0.975417E-01   0.334476E-01   0.406256E-01

 1.334   2.50 dB   0.908820   0.911804E-01   0.296553E-01   0.357354E-01

 1.372   2.75 dB   0.915040   0.849600E-01   0.261321E-01   0.312490E-01

 1.413   3.00 dB   0.921104   0.788959E-01   0.228786E-01   0.271559E-01

 1.454   3.25 dB   0.926997   0.730031E-01   0.198936E-01   0.234433E-01

 1.496   3.50 dB   0.932704   0.672961E-01   0.171734E-01   0.200970E-01

 1.540   3.75 dB   0.938211   0.617891E-01   0.147111E-01   0.171010E-01

 1.585   4.00 dB   0.943505   0.564953E-01   0.125009E-01   0.144377E-01

 1.631   4.25 dB   0.948573   0.514269E-01   0.105323E-01   0.120881E-01

 1.679   4.50 dB   0.953405   0.465951E-01   0.879383E-02   0.100320E-01

 1.728   4.75 dB   0.957990   0.420097E-01   0.727250E-02   0.824821E-02

 1.778   5.00 dB   0.962321   0.376790E-01   0.595387E-02   0.671483E-02

 1.830   5.25 dB   0.966390   0.336096E-01   0.482252E-02   0.540952E-02

 1.884   5.50 dB   0.970194   0.298063E-01   0.386224E-02   0.430983E-02

 1.939   5.75 dB   0.973728   0.262719E-01   0.305640E-02   0.339355E-02

 1.995   6.00 dB   0.976993   0.230074E-01   0.238829E-02   0.263899E-02

 2.054   6.25 dB   0.979989   0.200113E-01   0.184142E-02   0.202531E-02

 2.113   6.50 dB   0.982720   0.172803E-01   0.139980E-02   0.153275E-02

 2.175   6.75 dB   0.985192   0.148075E-01   0.104828E-02   0.114294E-02

 2.239   7.00 dB   0.987413   0.125871E-01   0.772675E-03   0.839009E-03

 2.304   7.25 dB   0.989391   0.106087E-01   0.560054E-03   0.605749E-03

 2.371   7.50 dB   0.991139   0.886107E-02   0.398796E-03   0.429712E-03

 2.441   7.75 dB   0.992669   0.733107E-02   0.278682E-03   0.299204E-03

 2.512   8.00 dB   0.993996   0.600439E-02   0.190908E-03   0.204260E-03

 2.585   8.25 dB   0.995134   0.486564E-02   0.128054E-03   0.136557E-03

 2.661   8.50 dB   0.996101   0.389863E-02   0.839995E-04   0.892946E-04

 2.738   8.75 dB   0.996913   0.308676E-02   0.538158E-04   0.570355E-04

 2.818   9.00 dB   0.997587   0.241331E-02   0.336273E-04   0.355362E-04

 2.901   9.25 dB   0.998138   0.186176E-02   0.204635E-04   0.215656E-04

 2.985   9.50 dB   0.998584   0.141612E-02   0.121089E-04   0.127275E-04

 3.073   9.75 dB   0.998939   0.106116E-02   0.695578E-05   0.729274E-05
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Anhang C: Tabelle zur Fouriertransformation

KÁpfmÁller-TiefpaÂ

Ábertragungsfunktion Impulsantwort

ÙÂŸÄ À ÅŽ Ã ÇÉÂÊ Ã ÅŽ Ã ŸÄHÂŽÄ À Ë ÈÍÎÏ ÌŽÌ Ñ ŽÓÔÏÖÒÇÕÒÇŠÚÒÏÛ

ÜÉŠ ÇÉÂ�Ä À
ÇÉÒÂ�Ä

�

Trapez-TiefpaÂ

Dreieck-TiefpaÂ

Spalt-TiefpaÂ

si  -TiefpaÂ
Ù

GauÂ-TiefpaÂ

TiefpaÂ n-ter Ordnung

HÂŽÄ À
Ë

ÂË Ÿ Ž Ã Ž�ŽÓÄ�

HÂŽÄ À

HÂŽÄ À Ë �
ÌŽÌ

ŽÓ
ÌŽÌ Ñ ŽÓÔÈÍÎÏ ÖÒÇÕÒÇŠÚÒÏÛ

ÙÂŸÄ À ÅŽ Ã ÇÉ�ÂÊ Ã ÅŽ Ã ŸÄ

HÂŽÄ À ÇÉÂÊ Ã
Ž

ŽÓ
Ä

HÂŽÄ À ÇÉ�ÂÊ Ã
Ž

ŽÓ
Ä

Ë ÌŽÌ Ñ ŽÓÈÍÎÏ
Ž� � ÌŽÌ

Ž� � ŽÓ
ŽÓ Ñ ÌŽÌ Ñ Ž�ÈÍÎÏ

ÖÒÇÕÒÇŠÚÒÏÛ

ÙÂŸÄ À ÅŽ ÌŸÌ Ñ
Ë

! Ã ÅŽ
ÈÍÎÏ

ÖÒÇÕÒÇŠÚÒÏÛ

ÙÂŸÄ À ÅŽ Ã "# � ÅŽ Ã ÌŸÌ$

ÌŸÌ Ñ
Ë

ÅŽ
ÈÍÎÏ

HÂŽÄ À Ú%&’� Ê Ã Â
Ž

ÅŽ
Ä� ( ÙÂŸÄ À ÅŽ Ã Ú%&’� Ê Ã ÂÅŽ Ã ŸÄ�(

ÙÂŸÄ À ÅŽ Ã ÇÉÂÊ Ã ÅŽ Ã ŸÄ Ã ÇÉÂÊ Ã � Ã ÅŽ Ã ŸÄ

) =
*+ - *,
*+ / *,

0* = *, / *+1ÜÉŠ

ÙÂŸÄ À !Ê Ã ŽÓ Ã Ú%&’� !Ê Ã ŽÓ Ã Ÿ (
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3. Ordnung 56=37:

8. Ordnung 56=87:
f9r Ÿ ; Û

Ÿ ; Ûf9r

1 sonst <

1 sonst <
ŽÓ>Ï?Ï@A�BÎÚÒCÈÎÚDEÚÒC

ÇÉÂ�Ä À
ÇÉÒÂ�Ä

�
ÜÉŠ

ÅŽ À ! Ã ŽF À ! Ã ŽÓ

ÅŽ À ! Ã ŽF

ÅŽ À ! Ã ŽF À ŽÓ
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