Buch: Signaldarstellung Lerntutorial LNTwww (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 5 Zeit- und frequenzdiskrete Signaldarstellung Abschnitt: 5.5 Fast-Fouriertransformation (FFT)

Rechenaufwand der DFT bzw. IDFT

Ein Nachteil der direkten Berechnung der (im Allgemeinen komplexen) DFT—Zahlenfolgen
< D(p)> o—(N)—o <dv)=

gemil} den in Kapitel 5.2 angegebenen Gleichungen ist der gro3e Rechenaufivand. Beispielsweise kann
dieser Aufivand fiir die Diskrete Fouriertransformation (DFT)

N-1

N-D(u) = Z d(v) - w”* =

o=}
= d0)-w’ +d(1) -w” +d(2) w4 4 d(N - 1)U
wie folgt abgeschidtzt werden:

e Wir gehen davon aus, dass die Potenzen des komplexen Drehfaktors w = exp(—j2n/N) bereits in
Real- und Imagindrteilform in einer Lookup—Tabelle vorliegen.

e 7Zur Berechnung eines einzelnen Koeffizienten benotigt man N — 1 komplexe Multiplikationen und
ebenso viele komplexe Additionen.

¢ Jede komplexe Addition erfordert zwei reelle Additionen:
(Ri+j- 1) +(Re+j- L2) = (Ri+ Ro) +j- (I + I2).

e Jede komplexe Multiplikation erfordert vier reelle Multiplikationen und zweireelle Additionen
(eine Subtraktion wird wie eine Addition behandelt):

(Ri+j-h)(R:2+j-L)=(Ri-R2—Ti-L)+j-(Ri- L+ Ra- I).

e Somit sind zur Berechnung aller N Koeflizienten die folgende Anzahl M reeller Multiplikationen
und die Anzahl A reeller Additionen erforderlich:

M=4.N(N—-1), A=2.N.(N—-1)+2.N.(N—1)= M.

¢ In heutigen Rechnern bendtigen Multiplikationen und Additionen/Subtraktionen etwa die gleiche
Rechenzeit und es gentigt, die Gesamtanzahl O = M + A aller Rechenoperationen zu betrachten:

O=8-N-(N—-1)=~8.N%
e Daraus folgt: Man benétigt bereits flir eine DFT (oder eine IDFT) mit N = 1000 knapp 8
Millionen Rechenoperationen. Fiir N = 16 sind immer noch 1920 Rechenoperationen erforderlich.

Ist der Parameter N eine Potenz zur Basis 2, so konnen rechenzeitgiinstigere Algorithmen angewandt
werden. Die Vielzahl solcher aus der Literatur bekannten Verfahren werden unter dem Sammelbegriff
Fast—Fouriertransformation — abgekiirzt FFT — zusammengefasst. Alle diese Methoden basieren auf
dem Uberlagerungssatz der DFT.

Literatur: [Ach95] — [CT65] — [Duh86] — [Heu82] — [Mar94] — [Mil00] — [Pap62] — [S6d00] — [VHH9S8]

Lehrstuhl fuer Nachrichtentechnik (LNT) 1/11 Technische Universitaet Muenchen



Buch: Signaldarstellung Lerntutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 5 Zeit- und frequenzdiskrete Signaldarstellung Abschnitt: 5.5 Fast-Fouriertransformation (FFT)

Uberlagerungssatz der DFT (1)

Die folgende Grafik verdeutlicht den so genannten Uberlagerungssatz der DFT am Beispiel N = 16.

DFT mit N/2 Elementen

A (A+ B)i2
d(0) o= di(0)  Dy0) || _ D(0)
d2) o-d(1) Dy1) = D(1)
d(4) o—di(2) Dy2) D(2)
d6) o d(3) Dy3) ﬂ D(3)
d(8) o di(4) Dy4) (4)
d(10) o di(5)  Dy(5) D(5)
d(12) o~ d\(6)  Dy(6) D(6)
d(14) o— d,(7) D7) D(7)
DFT mit N/2 Elementen
d(1) o d»0) D~(0) D(8)
d(3) o dx1) Di1) D(9)
d(5) o dA2) D2) D(10)
d(7) odx3) Dy3) D(11)
d(9) o d+(4) D4(4) D(12)
d(11) o dAS5)  Dx5) D(13)
d(13) o d+(6) D-(6) D(14)
d(15) o do7) D7) D(15)

Der dadurch beschriebene Algorithmus ist durch folgende Schritte gekennzeichnet:

¢ Die Eingangsfolge (d(v)) der Linge N wird in zwei Teilfolgen {(d;(v)) und {d,(v)) jeweils halber
Lénge separiert (gelb bzw. griin hinterlegt). Mit 0 < v < N/2 ergeben sich die Folgeelemente
di(v) = d(2v). dolv) =d(2v+1).

¢ Die Ausgangsfolgen (D;(1)) und {(D,(u)) der beiden Teiblocke ergeben sich daraus jeweils durch
eine eigene DFT, aber nun nur noch mit halber Lange N/2 = 8:
(Dy(p)y o— (N/2)—o (di(v)), (Dolp)) e— (N/2)—o (da(v)).

e Die Ausgangswerte D,(u) der unteren DFT (mit 0 <u < N/2) werden anschlieBend im rot
umrandeten Block durch komplexe Drehfaktoren hinsichtlich ihrer Phasenlage verdndert:
Do(p) = Dolp) - w”, wobeiw =e™ N,

e Jeder einzelne Butterfly im blau umrandeten Block liefert durch Addition bzw. Subtraktion zwei
Elemente der gesuchten Ausgangsfolge. Mit 0 < u < N/2 gilt dabei:

Dip) = % [ Diylp) + Dalp) - w?],
D+ = 2 [Dulw) — Daly) - w?].
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Durch diese erste Anwendung des Uberlagerungssatzes reduziert sich der Rechenaufvand etwa um die
Hilfte. Man ben6tigt nun anstelle von O = 1920 reellen Rechenoperationen nur mehr

O=2.4484+8.(442)+16-2=0976.

Der erste Summand berticksichtigt die Rechenoperationen der beiden DFT—Berechnungen mit N/2 = 8,
der zweite die 8 komplexen Multiplikationen des Drehfaktors (roter Block) und der letzte Summand die
16 komplexen Additionen bzw. Subtraktionen des blau umrandeten Blocks.
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Buch: Signaldarstellung Lemntutorial LNTwww (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 5 Zeit- und frequenzdiskrete Signaldarstellung Abschnitt: 5.5 Fast-Fouriertransformation (FFT)

Uberlagerungssatz der DFT (2)

Beispiel: Die DFT-Koeffizienten d(v) zur Beschreibung des Zeitverlaufs seien entsprechend der Zeile
2 der folgenden Tabelle ,dreieckformig” belegt. Beachten Sie hierbei die periodische Fortsetzung der
DFT, so dass der lineare Anstieg fiir < 0 durch die Koeffizienten d(9) ... d(15) ausgedriickt wird.

Durch Anwendung des DFT—Algorithmus mit N = 16 erhidlt man die in der ebenfalls blau hinterlegten
Zeile 3 angegebenen Spektralkoeffizienten D(u), die bei Vernachlissigung des Aliasingfehlers gleich

D) = 4 - siz(rc - u/2) waren. Man findet, dass sich der Aliasingfehler nur auf die ungeradzahligen
Koeffizienten auswirkt (schraffierte Felder). Beispielsweise miisste D(1) = 16/1% ~ 1.621 # 1.642 sein.

vhow. | 0O 1 2 3 4 5 G 7 8 9 10 | 11 |12 |13 [ 14 | 15

2: di¥) g0 |70 | 60| 50 (40| 30|20 (10 (00|10 20( 30 (40| 50 60| 70

3: Mu) | 4.000) 1.642 | 0.000(0.202 | 0.000 | 0.090 | 0.000 | 0.066 | 0.000 | 0.066) 0.000| 0.090| 0.000 | 0.202 | 0.000 | 1.542

4: 4’(v) | BD | OD | 60 | 00O | 40 (00| 20| 00 | OO0 | 00| 20| 00| 40 | 0D | 60 | DO

T

: £, (i) | 2.000| 0854 0.000| 0.146| 0.000 | 0.146 | 0.000 | 0.854| 2.000 | 0.854(0.000| 0.146 | 0.000 | 0.146| 0.000 | 0.854

=]

1oy (¥) oo | 7o |00 |50 (00| 30|00(10 (00| 10|00 (30 (00| 500070

-1

: £, (g2) | 2.000| 0.788 | 0,000 | 0.056 | 0.000 (—0.055) 0,000 (-0.78%|-2.000/-0.788| 0.000|-0.056| 0.000 | 0.055 | 0.000 | 0.788

Spaltet man die Gesamtfolge (d(v)) in die beiden Teilfolgen {(d;'(v)) und {d,'(v)) auf, und zwar derart,

dass die erste (gelb hinterlegte) Teilfolge nur die geradzahligen Koeflizienten (v = 0, 2, , N — 2) und die
zweite (griin hinterlegt) nur die ungeradzahligen Koeffizienten (v = 1, 3, , N — 1) beinhalten, wahrend
alle anderen zu 0 gesetzt sind, so erhilt man die zugehorigen Folgen im Spektralbereich:

(Di'(p)) o— (N)—o (di'(v)), (D2(n)) &—(N)—o (dz(v)}.
In den gelb bzw. griin hinterlegten Zeilen 47 erkennt man:
o Wegend(v) =d;'(v) + dy'(v) gilt auch D(u) = Dy'(u) + D,'(u). Dies Iisst sich zum Beispiel mit
dem Additionstheorem linearer Systeme begriinden.

¢ Die Periode von {(D;'(1)) betrdgt aufgrund des Nullsetzens eines jeden zweiten Zeitkoeffizienten
nun N/2 im Gegensatz zur Periode N der Ursprungsfolge (D(1)):

I "‘II: r
Di(p+ =) =Di(p).

e Die zweite Folge, gegeniiber D;'(x) um einen Abtastwert verschoben, ist mit einem

Phasenfaktor belegt, der einen Vorzeichenwechsel zweier um N/2 auseinanderliegender
Koeffizienten bewirkt:

) '1' )
D [JH + ?} = —I) [;!}.

¢ Die Berechnung von (D;'(1)) und {D,'(1)) ist jeweils ebenso aufwindig wie die Bestimmung von
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(D)), da {d;'(v)) und {d,'(v)) ebenfalls aus N Elementen bestehen, auch wenn einige 0 sind.
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Buch: Signaldarstellung Lemntutorial LNTwww (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 5 Zeit- und frequenzdiskrete Signaldarstellung Abschnitt: 5.5 Fast-Fouriertransformation (FFT)

Uberlagerungssatz der DET (3)

Beispiel (Fortsetzung):

vhow. | O 1 2 3 4 5 i 7 8 o 10 {11 |12 (13 | 14 | 15
2: di¥) 80 | 70 | 60 (S50 | 40| 30 (20 | 10| 00 | 10 20| 30| 40| 50| 60 | 70
3: My) | 4.000| 1.642 | 0.000(0.202 | 0.000 | 0.090 | 0.000 | 0066 | 0.000 | 0.056) 0.000| 0.090| 0.000 | 0.202 | 0.000 | 1.542
4: ¢h'(v) | 8D |00 ([ 60 | 00O | 40 (00| 20| 00| 0D | 00| 20| 00| 40 | 00| 60 | DO
5: 0" (1) | 2.000| 0.854( 0.000| 0.146| 0.000 | 0.146| 0.000 | 0.854| 2.000 | 0.854(0.000| 0.146 | 0.000 | 0.146| 0.000 | 0.854
6: e, (v) 00 | 70 |00 S0 | 00| 30 (00| 10|00 (10|00 30| 00| 50(00)]70
7: 0" (1) | 2.000| 0.788 | 0.000) 0.056 | 0.000 (—0.056) 0.000 (-0.788| —2.0001-0.788( 0.000|-0.056| 0.000 | 0.056| 0.000 | 0.783

v how. o 0 1 2 3 4 5 L] 7
9: o (¥) 8.0 6.0 40 20 0.0 20 40 6.0
10: Dy ) | 4.000 1708 0.000 0.292 0.000 0.292 0.000 1708
11: &, (¥) 70 50 30 10 1.0 30 50 70
12: By,(u)| 4000 o jl'_"ﬁfinj 0.000 +;-]'_'].ﬁn3 0.000 _ g'_".ﬁm 0.000 _ }'_"ﬁ_fm

Verzichtet man auf die Koeffizienten d;'(v) = 0 mit ungeraden sowie auf d,'(v) = 0 mit geraden Indizes,
so kommt man zu den in den Zeilen 9 und 11 angegebenen Teilfolgen (d;(v)) und {(d,(v)). Man
erkennt:
¢ Die beiden Zeitfolgen (d;(v)) und {(d5(v)) weisen ebenso wie die dazugehorigen Spektralfolgen
(Dy(1)) und {Dy(1)) nur noch die Dimension N/2 auf.

e FEin Vergleich der Zeilen 5, 7, 10 und 12 zeigt fiir 0 < u < N/2 folgenden Zusammenhang:

Di(g) = 5-Dilp),

g = ] =

Dy(p) = - Dy (p) - wh.

¢ Entsprechend erhilt man flir N/2 <y < N:

, 1 N
Di'(p) = 5-Dilp— 7).
, 1 N a 1 N N2
D' () = E-Dg(;:— ?}-u" =—§-Dg(;:—ﬁ} LN
e Beispielsweise erhdlt man fiir N = 16 — das heillt w = exp(—j - 7/8) — sowie u = 1 bzw. u = 9:
1.708 1 .
Dy(1) = ; = 0.854, Dy'(1) = =" (1.456 + j0.603) - e~ ™" = (.788

= D(1) = D{(1) + D5'(1) = 1.642.
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1.708 1 o
Dy(l) = —5—=0854 Dy(9) = —5 - (1456 +j0.603) - ™7/ = —0.788

= D(9) = D{(9) + D'(9) = 0.066.
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Buch: Signaldarstellung Lerntutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 5 Zeit- und frequenzdiskrete Signaldarstellung Abschnitt: 5.5 Fast-Fouriertransformation (FFT)

Radix-2-Algorithmus nach Cooley und Tukey (1)

Ebenso wie andere FFT—Algorithmen baut das hier vorgestelite Verfahren auf dem Uberlagerungssatz
der DFT auf und funktioniert nur dann, wenn die Stiitzstellenzahl N eine Zweierpotenz ist. Das
nachfolgende Bild verdeutlicht die von Cooley und Tukey entwickelte Methode — siehe auch [CT65] —
fiir das Beispiel N = 8, wobei die Transformation vom Zeit— in den Frequenzbereich dargestellt ist.

d(0) o+ - o~ .« . N-D(0)
d(1) o= —--;-'l' . - -y o -y N-D(1)
42y o—f\ A~ - -4‘ oy N-D(2)
aeyo— / - L) @ (1) "I*I*a N-D(3)
dwyo—] \ /ot )R~ N-D)
d(5) o7 -" Ly .« K @Ofl-;\" o ND(S)
d(6) o—= —- . :-4 ;‘—'—@—o—/-ﬂ—'—\ N-D(6)
d(7) o—= —*~.—~—-l~‘%—@—¢—-lh‘——@—o—-ld—w N-D(7)

Bitunkehr- . .
operation stufe L=1 Stufe L=2 Stufe £L=73

Man erkennt aus dieser Darstellung:

e Vor dem eigentlichen FFT-Algorithmus miissen die komplexen Eingangswerte d(0), , d(N-1)
umsortiert werden. Dies geschieht im grau hinterlegten Block Bitumkehroperation, der auf der
ndchsten Seite im Detail beschrieben wird.

¢ Die Berechnung erfolgt in Id N = 3 Stufen, wobei in jeder Stufe genau N/2 = 4 prinzipiell gleiche
Berechnungen mit unterschiedlichem Parameter z (= Exponent des komplexen Drehfaktors)
ausgefiihrt werden. Eine solche Basisoperation bezeichnet man auch als Butterfly.

e Jeder Butterfly berechnet aus zwei Eingangsgroflen A und B, die im Allgemeinen komplex sind, die

beiden Ausgangsgrofien A + B - w” sowie A — B - w* entsprechend der nachfolgenden Skizze.

Ao o 4+B-w#
B o @ A-B-wH

e Die komplexen Spektralkoeflizienten D(0), , D(N-1) erhdlt man am Ausgang der letzten Stufe
nach Division durch N. Wie in Aufgabe 75.4 noch gezeigt wird, ergibt sich gegeniiber der DFT
eine deutlich kiirzere Rechenzeit — zum Beispiel flir N = 1024 um mehr als den Faktor 100.

¢ Die inverse DFT zur Berechnung der Zeitkoeffizienten aus den Spektralkoeffizienten lasst sich
mit dem gleichen Algorithmus und nur geringfligigen Modifizierungen bewerkstelligen.
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Buch: Signaldarstellung Lerntutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 5 Zeit- und frequenzdiskrete Signaldarstellung Abschnitt: 5.5 Fast-Fouriertransformation (FFT)

Radix-2-Algorithmus nach Cooley und Tukey (2)

Sie sehen hier das C—Programm fft(N, Re, Im) gemil3 dem oben beschriebenen Radix—2—Algorithmus.
Anzumerken ist:

¢ Beim Aufruf beinhalten die beiden Float—Arrays ,,Re” und ,Jm” die N Real- und Imagindrteile der
Zeitkoeffizienten d(0), , d(N — 1).

e Mit den gleichen Feldern ,,Re” und ,,Jm” werden am Programmende die N Real- und Imginirteile
der Spektralkoeffizienten D(0), , D(N — 1) an das aufrufende Programm zuriickgegeben.

e Aufgrund dieser ,In-Place”-Programmierung reichen fiir diesen FFT—Algorithmus N komplexe
Speicherplatze aus, allerdings nur dann, wenn zu Beginn die Eingangswerte umsortiert werden.

e Dies geschieht durch das (nicht explizit angegebene) Unterprogramm ,bitumkehr”, wobei die
Inhalte von Re(v) und Im(v) in die Feldelemente Re(x) und Im(x) eingetragen werden.

e Der Wert fiir den Feldindex x ergibt sich, indem man v als Dualzahl darstellt und die Id N Bits in
umgekehrter Reihenfolge geschrieben werden. Wie aus nachfolgender Tabelle fir N = 8
hervorgeht, ist die Dezimaldarstellung dieser Dualzahl der gesuchte x—Wert.
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¥ 0 1 2 3 4 s i T
¥ als Dualzahl [1]1]1] no1 ol10 011 100 101 110 111
Bitumlkeloung | 000 100 ol10 110 no1 101 ]I} 111
K 0 4 2 i 1 s 3 T
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