Buch: Signaldarstellung
Anhang: Beweise und Herleitungen

Zu Kapitel 1.3: Beweis des Eulerschen Satzes

Die Potenzreihenentwicklung der Exponentialfunktion lautet:

2
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Mit imagindrem Argument kann hierfiir auch geschrieben werden:
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Berticksichtigt man j2 =-1, j3 = -, j4 =1, j° = j, usw. und fasst die reellen und die imaginiren Terme

zusammen, so erhidlt man

e* =A+j-B. wobei
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Daraus folgt direkt der Satz von Euler:
e = cos(x) + j - sin(x).
q.e.d.
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Buch: Signaldarstellung Lerntutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Anhang: Beweise und Herleitungen

Zu Kapitel 3.3: Beweis des Ahnlichkeitssatzes

Satz: Ist X(f) die Fouriertransformierte von x(¢), so gilt mit der reellen Konstanten £ auch folgender
Funktionszusammenhang (Ahnlichkeitssatz):

1 f
ek - ) o—e - X(T).

Fiir positives k folgt aus dem Fourierintegral mit der Substitution T = k - ¢

+oc +oc
f ok ) e ¥ dt = Ll : f w(7) e kT dr = % Y(%}

Fiir negatives k wiirden sich die Integrationsgrenzen vertauschen und man erhdlt 1/(—k) - X(f/k). Um
keine Fallunterscheidung durchfiihren zu miissen, wird im Ergebnis | £ | verwendet.

q.e.d.
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Buch: Signaldarstellung Lerntutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Anhang: Beweise und Herleitungen

Zu Kapitel 3.3: Beweis des Differentiationssatzes

Satz: Ist X(f) die Fouriertransformierte von x(z), so gelten auch folgende Fourierkorrespondenzen:

dr
Y e jors. ()

1 dX(f)
—t-:r{t}c 'jzﬂ‘ i

Dies sind die beiden Varianten des Differentiationsssatzes.

Die erste angegebene Gleichung ergibt sich durch Differentiation des 2. Fourierintegrals nach der Zetit:

+oc +oc

y(t) = ‘l':lEfj' =% [ X(f) -t df = [ X(f)-j2mf - 2 Idf.
Gleichzeitig gilt aber auch:

+oc
y(t) = / Y(f) &>t df.

Durch Vergleich der beiden Integranden erhdlt man die obere Variante des Differentiationssatzes. Zur
Herleitung der zweiten Variante geht man ausgehend vom ersten Fourierintegral in analoger Weise vor.
Der negative Exponent im ersten Fourierintegral flihrt z7um Minuszeichen in der Zeitfunktion.

q.e.d.
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Buch: Signaldarstellung Lerntutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Anhang: Beweise und Herleitungen

Zu Kapitel 3.3: Beweis des Reziprozitatsgesetzes

Satz: Das Produkt aus dquivalenter Impulsdauer und dquivalenter Bandbreite ist stets gleich 1:
At-Af =1

Man bezeichnet diesen Zusammenhang als R eziprozititsgesetz.

Ausgehend von den beiden Fourierintegralen erhdlt man fiir f= 0 bzw. ¢t = 0:

+ac o
X(f =u}=fm:¢} dt, at = 0) = f}{[f)df.
Beriicksichtigt man dieses Ergebnis bei obigen Definitionen, so erhdlt man:
X(f=0) x(t =0)
M=—mzo AT xg oy

Daraus folgt direkt Az = 1/Af.
q.e.d.
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Buch: Signaldarstellung Lemntutorial LNTwww (online unter www.Intwww.de)
Anhang: Beweise und Herleitungen

Zu Kapitel 3.3: Beweis des Verschiebungssatzes

Satz: Ist X(f) die Fouriertransformierte der Zeitfunktion x(¢), so gelten nach dem Verschiebungssatz
auch folgende Zusammenhinge:

z(t —to) o—e X(f) - e7I®,
z(t) - e o—e X(f — fo).

Hierbei sind £, und f{) Zeit- bzw. FrequenzgroRen.

Bei diesem Beweis beschranken wir uns auf die erste der beiden angegebenen Gleichungen. Mit dem um
rechts verschobenen Zeitsignal x+A(f) = x(¢ — t() lautet das Fourierintegral:

4o
Xv(f) = /.r[a‘ —ty) e i g,

Mit der Substitution T = ¢ — £, folgt daraus:

4o
Xv(f) = / x(7) - e IFfHo) {7,
Der von der Integrationsvariablen t unabhédngige Term kann vor das Integral gezogen werden. Mit der
Umbennung t — t erhdlt man dann:
4o
Xylf) =e¥mite. / wlt) e T gt = e X ),

g.e.d.
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Buch: Signaldarstellung Lemntutorial LNTwww (online unter www.Intwww.de)
Anhang: Beweise und Herleitungen

Zu Kapitel 3.3: Beweis des Vertauschungssatzes

Satz: Ist X(f) die Fouriertransformierte von x(#), dann gilt auch (Vertauschungssatz):
X*(t) o—e 2" (f).

Beschrinken wir uns auf reelle Zeitfunktionen, so kénnen die Zeichen fiir ,konjugiert komplex” auf

beiden Seiten der Fourierkorrespondenz weggelassen werden.

Das erste Fourierintegral lautet mit der Zeitvariablen u anstelle von ¢:
4o
X(f)= / w(u) - e 27 du,
Bezeichnet man nun die Frequenzvariable f mit z, so lautet die obige Gleichung:
+oc

X(t) = / r(u) - e 5 dy,

— O

Andert man das Exponentenvorzeichen, so muss X(f) durch X*(¢) und x(u) durch x * (1) ersetzt werden:
4oc
X*(t) = / o (u) - 2 du,
Mit der Umbennung # — f kommt man zum zweiten Fourierintegral:
+oc
X*(t) = / a* (f) - et df,

g.e.d.
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Buch: Signaldarstellung Lemntutorial LNTwww (online unter www.Intwww.de)
Anhang: Beweise und Herleitungen

Zu Kapitel 3.4: Beweis des Faltungssatzes

Definition: Man bezeichnet die folgende Verkniipfung der Zeitfunktionen x;(#) und x,(¢) als Faltung
und stellt diesen Funktionalzusammenhang mit einem Stern dar:

+oc

Ty (t) % 1(t) = f xy(7) - 2ot — 7) dT.

Daraus ergibt sich die folgende Fourierkorrespondenz:

;Y1{f} . ;Y;{f} *—0C :I.'1{t} * :I.'-;.t{t}.

Die Fourierintegrale der Zeitfunktionen x(¢) und x,(¢) lauten mit verdnderten Integrationsvariablen:

+oc

Xi(f) = / ry(7) - e ¥ dr,

4o

.Y_lefjl = / .I‘j(!ﬂ) '[‘_‘ﬂﬁ’”r flrf.

Bildet man das Produkt der Spektralfunktionen, so erhdlt man:
+oo 4o

X](If} : Xj[lf} - / / 4 (T} '-f‘f[fr} eI - qf
Mit der Substitution ¢ = 7 + ¢' ergibt sich:
o [+x ‘|
X0 %)= [ | [a@) at-n | 32 gt

I

Hier ist beriicksichtigt, dass die Exponentialfunktion unabhingig von der inneren Integrationsvariablen ¢
ist und deshalb nur als Faktor des inneren Integrals fungiert.
Bezeichnen wir nun das Produkt der beiden Spektren mit P(f) und dementsprechend die dazugehdrige
Zeitfunktion mit p(¢), so lautet das entsprechende Fourierintegral:
4o

P(f)= /p[a‘} cpm I

Ein Koeflizientenvergleich der beiden Integrale zeigt, dass folgender Zusammenhang gilt:
+oc
plt) = / Ty (7) - 2ot — 7) dr.

q.e.d.
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Buch: Signaldarstellung Lerntutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)

Anhang: Beweise und Herleitungen

Zu Kapitel 3.4: Faltung mit einer Diracfunktion

Es gelte x5(f) =a - 6(t —T) und dementsprechend X»(f) =« - e 2YT Fir die Spektralfunktion des
Signals y(7) = x1(f) * x(?) gilt dann:
Y(f) = Xilf) . e 20T,

Die komplexe Exponentialfunktion fiihrt lediglich zu einer Zeitverschiebung um 7" (Verschiebungssatz),
der Faktor a zu einer Ddmpfung (o < 1) bzw. Verstarkung (« > 1). Daraus folgt:

ylt) = a(t = T).
q.e.d.

Lehrstuhl fuer Nachrichtentechnik (LNT) 8/ 11 Technische Universitaet Muenchen



Buch: Signaldarstellung
Anhang: Beweise und Herleitungen

Lerntutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)

Zu Kapitel 4.1: Zusammenhang zwischen TP- und BP-Signalen

Wir betrachten ein TP-Signal xp(f) mit dem Spektrum Xp(f). Multipliziert man dieses Signal mit einem
(dimensionslosen) Tragersignal

-~

2(t) = cos(2m - fr -t) o—e Z(f)

1 1
5 0lf = fr)+5-0(f + fr),
so ergibt sich nach dem Faltungssatz flir das Spektrum des Signals xgp(?) = x1p(?) - z(?):

1 1
Xer(f) = Xrelf) = Z(f) = ol Xrelf — fr) + R Xrelf + fr).
Hier ist berticksichtigt, dass die Faltung der Spektralfunktion Xp(f) mit der verschobenen Diracfunktion

8(f — f1) die um f nach rechts verschobene Funktion X1p(f — fT) ergbt.

X1p(/f) N Xpp(/f)
Ee

/ Xpplf + )2 Xpplf )2
Ee

Ee
Im ImM \/ Im
1 - — 3 e -
i f —fr | Jr J
ETP

Die Grafik verdeutlicht das Ergebnis obiger Gleichung.
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Buch: Signaldarstellung Lerntutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Anhang: Beweise und Herleitungen

Zu Kapitel 4.3: Zur Bezeichnung der Phase in diesem Tutorial

Nach der in diesem Lehrtutorial gewdhlten Nomenklatur gibt es fiir eine harmonische Schwingung zwei
Darstellungsformen:

r(t) = A-cos(27 frt — ).

w(t) = A - cos(27 frt + o).
Es ist offensichtlich, dass ¢p = —¢ gilt. Beide GroBen geben die Phase des Signals an. Beispielsweise gilt
fiir ein sinusformiges Signal ¢ = 90° und ¢ = -90°.
Die Verwendung zweier unterschiedlicher Gréf3en, ndmlich das in Deutschland gebrauchliche ¢ und das

im anglo-amerikanischen Raum verwendete ¢ — beide kennzeichnen das ,kleine griechische phi” — fiir
den gleichen Sachverhalt hat folgende Griinde:

e Nahezu alle Fachbiicher z7um Thema ,Signaldarstellung” benutzen die erste Gleichung mit dem
Minuszeichen. Auch bei der Fourierreihe und dem Fourierintegral wird — zumindest implizit — die
Phase mit negativem Vorzeichen berticksichtigt.

¢ Bei der Beschreibung der Modulationsverfahren verwendet man dagegen meist die Gleichung mit
dem positiven Vorzeichen. So gilt z7um Beispiel bei Phasenmodulation fiir das modulierte Signal
und das dazugehorige dquivalente TP-Signal:

s(t) = A cos(2m frt + olt)).
sTp(t) = A . &1,

¢ In vielen Lehrbiichern werden je nach Anwendung die Gleichung mit Pluszeichen oder diejenige
mit Minuszeichen verwendet, aber stets mit gleichem Phasenbezeichner. Durch die Verwendung
zweier unterschiedlicher Symbole ¢ und ¢ wird diese Doppeldeutigkeit beseitigt.
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Buch: Signaldarstellung Lerntutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Anhang: Beweise und Herleitungen

Zu Kapitel 5.1: Spektralfunktion des Diracpulses

Der Diracpuls im Zeitbereich besteht aus unendlich vielen Diracimpulsen, jeweils im gleichen Abstand 7's
und alle mit gleichem Impulsgewicht 7' :

4=
ps(t) = Z Ty-d(t —v-Ty).

=—"0aC

Die Herleitung der zugehdrigen Spektralfunktion Pg(f) geschieht in mehreren Schritten:

® Da pg(t) periodisch mit 75 ist, kann die (komplexe) Fourierreihendarstellung angewandt werden:

o 1 +T
£y — D,. el 2™ tTh it Do = f £ i 2mae T gy
w0 = 35 Dot p= e [
T2

¢ Im Integrationsbereich von —7'5/2 bis +T'5/2 ist pg(t) = T - &(¢). Damit kann fiir die komplexen
Fourierkoeflizienten geschrieben werden:
+Ta /2
D, = ] §(t) . e7i 2matTa g

=Ty /2
e Unter Beriicksichtigung der Tatsache, dass fiir £ # 0 der Diracimpuls gleich 0 ist und fiir # = 0 der
komplexe Drehfaktor gleich 1, gilt weiter:
+Ta /2

+=<
-D == / 5“;) dt - ]. = pé[t) — Z {‘_\_j'gr' .‘"t."IT.-'\ )

M

—Ta /2 e

¢ Der Verschiebungssatz im Frequenzbereich lautet mit /4 = 1/74:
'Dj-ﬂ mope fat —— 5(}: — - f-"t} .

e Wendet man dieses Ergebnis auf die gesamte Summe der komplexen Exponentialfunktionen an, so

erhilt man schlie3lich
+
Ps(f)= > o(f —p fa).
H=—"2C

g.e.d.
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