Buch: Digitalsignaliibertragung Lerntutorial LNTwww (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 4 Verallgemeinerte Beschreibung digitaler Modulationsverfahren Abschnitt: 4.5 Tragerfrequenzysteme mit nichtkohérenter Demodulation

Rayleigh— und Riceverteilung (1)

Die fiir eine kohdrente Demodulation erforderliche Schitzung des Phasenwinkels aus dem ankommenden
Signal ist bei vielen Anwendungen nicht oder nur eingeschrankt moglich. So flihrt die Bewegung eines
Mobilteilnehmers mit hoher Geschwindigkeit zu sehr schnellen zeitlichen Anderungen des Phasenwinkels
¢, was dessen ausreichend genaue Bestimmung erschwert oder gar verhindert.

Diese Tatsache flihrt zu den sogenannten nichtkohirenten Demodulationsverfahren mit dem Vorteil
reduzierter Komplexitdt, aber stattdessen mit erhdhter Verfalschungswahrscheinlichkeit.

Bei der Herleitung der Gleichungen st63t man stets auf zwei Wahrscheinlichkeitsdichtefunktionen, die hier
vorneweg angegeben werden sollen:

¢ Die Rayleighverteilung erhilt man fiir die WDF der Zufallsgrof3e y mit Realisierung 7, die sich
aus den beiden gau3verteilten und statistisch unabhingigen Komponenten # und v (beide mit der
gleichen Streuung o,,) wie folgt ergibt:

y=vui+v? = pln)= I_J_r EED [_ f)”-"] '

7

¢ Die Riceverteilung erhilt man unter sonst gleichen Randbedingungen fiir den Fall, dass bei einer
der Komponenten (entweder u oder v) noch eine Konstante C addiert wird:

B g N o n-C
y=+/(u+CP+v? = E}gr['r.ll}_?'[hl}[ —EI'IE i|'1u|: o2 :|

Fiir die Riceverteilung benétigt man die modifizierte Besselfunktion nullter Ordnung, deren Definition
und Reihenentwicklung wie folgt lauten:

B

1 o)
lo(z) = o [U‘""“*‘*“"’ do z m L+1

1]

Die Grafik zeigt Rayleigh— und Rice—Wahrscheinlichkeitsdichtefunktionen. Die Bildbeschreibung folgt auf
der ndchsten Seite.
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Rayleigh
(g, =0.5)
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Buch: Digitalsignaliibertragung Lemntutorial LNTwww (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 4 Verallgemeinerte Beschreibung digitaler Modulationsverfahren Abschnitt: 4.5 Trigerfrequenzsysteme mit nichtkohdrenter Demodulation

Rayleigh— und Riceverteilung (2)
Die Grafik am Seitenende zeigt nochmals die Wahrscheinlichkeitsdichtefunktionen von Rayleigh— und
Riceverteilung. Zu dieser Darstellung ist anzumerken:
¢ Die Riceverteilung ist durch die beiden Parameter C und g,, bestimmt. Mit C = 0 ist die Rice—
WDF identisch mit der Rayleigh—WDF.
¢ Die Rayleigh-WDF mit grolerem og,, ist formgleich mit der gezeichneten Kurve (o, = 0.5), jedoch
im Verhdltnis der Streuungen breiter und niedriger.
® g, gt die Streuungen der beiden gauBverteilten Zufallsgroen # und v an (beide haben gleiche
Streuung) und nicht die Streuung der rayleighverteilten Zufallsgro8e y. Fiir diese gilt vielmehr:

= .62 .

¢ Die Rayleighverteilung ist extrem unsymmetrisch, erkennbar am (relativ) groBen Wert fiir das
Zentralmoment 3. Ordnung: ,u3/oy3 ~0.27.

* Die Riceverteilung ist um so symmetrischer, je groBer das Verhiltnis C/o,, von deterministischer

und stochastischer Komponente ist. Fiir C/a,, > 4 ist 13 nahezu 0.

e Weiterhin ist zu erkennen, dass sich die Riceverteilung (mit den Parametern C und o,,) immer mehr

einer GauB3verteilung mit Mittelwert C und Streuung o,, anndhert, je groBer der Quotient C/g,, ist:

p,(n) = ———exp l—m;%} = m,=C, a,=0,.
. |"_|'..‘I =

Eayleizh
7, =0.5)
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Buch: Digitalsignaliibertragung

Lemntutorial LNTwww (online unter www.Intwww.de)

Kapitel: 4 Verallgemeinerte Beschreibung digitaler Modulationsverfahren Abschnitt: 4.5 Trigerfrequenzsysteme mit nichtkohdrenter Demodulation

Nichtkoharente Demodulation von On—Off—Keying (1)

Wir betrachten On—Off-Keying im dquivalenten Tiefpassbereich. Bei kohdrenter Demodulation (linke
Grafik) ist die Signalraumkonstellation des Empfangssignals gleich der des Sendesignals und besteht aus
zwei Punkten. Die Entscheidungsgrenze G liegt in der Mitte zwischen diesen Punktenry und r;. Die

Pfeile markieren Rauschvektoren, die eventuell zu Ubertragungsfehlern fiihren.
¢

Kohirente
Demodulation

¢
" r r 'I'P(f;b
+1 r

=
Anmerkung:

Die Signalraumpunkie »; und #; beriicksichiizen kein
Rauschen. Es gilt = 5. Der Kreis ,# " unterscheidet

sichvon 5; durch den komplexen Phasendre hfakior.

Dagegen gilt bei nichtkohdrenter Demodulation:
¢ Der Punkt r; = s; = 0 bleibt weiter erhalten.

Michikohsirente
Demodulation

e Dagegen kann 7y = s - exp (j¢) auf jeden Punkt des Kreises um s, liegen, da ¢» unbekannt ist.

¢ Der Entscheidungsprozess unter Bertiicksichtigung des AWGN—Rauschens ist nun 2—dimensional

zu interpretieren, wie es durch die Pfeile in der rechten Grafik angedeutet ist.

e Das Entscheidungsgebiet /; ist nun ein Kreis, dessen Radius G ein optimierbarer Parameter ist.

Das Entscheidungsgebiet / liegt auerhalb dieses Kreises.
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Buch: Digitalsignaliibertragung Lerntutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 4 Verallgemeinerte Beschreibung digitaler Modulationsverfahren Abschnitt: 4.5 Trigerfrequenzsysteme mit nichtkohdrenter Demodulation

Nichtkoharente Demodulation von On—Off—Keying (2)
Mit den Ergebnissen der letzten Seite liegt die Strukur des optimalen OOK—Empfingers (im dquivalenten
Tiefpassbereich) fest.

Phasen- AWGIN- EKorrelation mit Betrags- Optimaler
dre hung Kanal Basicfunltion hildung Entscheider 3

.r'{.f.} » : =y
st —=>R=—=>@ > v s |=>[ W [ [rre

ﬂ ﬂ N: e =my
Farhkennungen:

l?-]'# m(z) komplexes Signal komplexer Wert reeller Wert

Entsprechend obiger Grafik gilt:

e Das Eingangssignal 7(f) = s(¢) - exp(j¢) + n(¢) ist aufgrund des Phasenwinkels ¢p und wegen des
komplexen Rauschterms im allgemeinen komplex. Alle komplexen Signale sind blau beschriftet.

e Erforderlich ist demzufolge nun die Korrelation zwischen dem komplexen Empfangssignal #(¢) und
einer komplexen Basisfunktion &; ().

e Das Ergebnis ist der (komplexe) Detektorwert , woraus als reelle Entscheidereingangsgrof3e der
Betrag y = | r | gebildet wird.

o [st der Entscheidungswert y > G, so wird als Schitzwert m( ausgegeben, andernfalls ;. Somit
ergibt sich flir die Fehlerwahrscheinlichkeit bei gleichwahrscheinlichen Symbolen:

s o
1 1
ps = Pr(€) = B /Pym. (nlmeo) dn + R /Pylm (9lmy) dn.
/ !

e Aufgrund der Rice-WDF p,,,,(nmg) und der Rayleigh-WDF p,,,,(rjm1) kann allerdings diese

Wahrscheinlichkeit nur numerisch berechnet werden. Die optimale Entscheidungsgrenze G ist
vorher als die Losung der folgenden Gleichung zu bestimmen:

Puim (Glmo) = pym(Glmi ).
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Buch: Digitalsignaliibertragung Lerntutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 4 Verallgemeinerte Beschreibung digitaler Modulationsverfahren Abschnitt: 4.5 Trigerfrequenzsysteme mit nichtkohdrenter Demodulation

Nichtkoharente Demodulation von On—Off—Keying (3)
Die Grafik zeigt das Ergebnis der Gleichung
Pyl (Glmo) = pyjm (G|m1)
firo, = 0.5 und C = 2, wobei die (rote) Rice-WDF durch eine GauB—WDF mit Mittelwert C und
Streuung o,, approximiert ist. Die optimale Entscheidungsgrenze (hier: G ~ 1.25) ergibt sich aus dem

Schnittpunkt der beiden Kurven und die Symbolfehlerwahrscheinlichkeit pg = 5% als die Summe der
beiden farblich markierten Flichen.

12-p, 7| 1) = Rayleigh

Li2-po 87| 1rg) = Rice

Die Fehlerwahrscheinlichkeit fiir andere Werte von C und g,, sowie die optimale Entscheidergrenze G
konnen Sie mit dem folgenden Berechnungstool bestimmen:

Nichtkohirentes On—Off-Keying (Dateigrof3e: 2.18 MB)
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Buch: Digitalsignaliibertragung Lerntutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 4 Verallgemeinerte Beschreibung digitaler Modulationsverfahren Abschnitt: 4.5 Trigerfrequenzsysteme mit nichtkohédrenter Demodulation

Nichtkoharente Demodulation von binarer FSK (1)

Wie schon im Kapitel 4.4 gezeigt, ldsst sich bindres Frequency Shift Keying (BFSK) im dquivalenten
Tiefpassbereich durch die Basisfunktionen

Lt) = VT e ™t 0<t <T,
Lit) = YT e ™0 0<t<T

darstellen. Um Orthogonalitdt zwischen diesen beiden komplexen Basisfunktionen zu erreichen, muss der

M odulationsindex / ganzzahlig sein:
<Llt)-GLt)> =0 = h=2.-Afa-T =123 ..

Die Grafik zeigt die Struktur zur nichtkohédrenten orthogonalen Demodulation der bindren FSK.

n 11
Phasen- AWGN- —D’{r{:}-&l{r}} —>| In| |—> - ~
dre hung Kanal ” . . N ﬂ=mn
st —=>QRQ—=>FD Bastuktion  modeey 3
=
Py ¥a T N:om=wy
ﬂ ﬂ >0 &) =] Il [—
q3-.1¢ .i'.‘l!{.f-}

Farhkennungen: komplexes Signal komplexer Wert reeller Wert

Im rauschfreien Fall = n(t)=0 gilt fiir die beiden Ausgdnge der Korrelatoren:

ri= <r(t)-&Lit)= =0. falls m =m,.
ry = <r(t)-Llt)> =0, falls m =my.

Deshalb kann nach der jeweiligen Betragsbildung = y; = |ry|, ¥y = |r,| folgende Entscheidungsregel

angewandt werden:
P L falls y1 = ya.
| my. falls y; < 4.

Zur einfacheren Realisierung des Entscheiders kann auch die Differenz y; — y, mit der Entscheidergrenze

G = 0 ausgewertet werden.
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Buch: Digitalsignaliibertragung Lerntutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 4 Verallgemeinerte Beschreibung digitaler Modulationsverfahren Abschnitt: 4.5 Trigerfrequenzsysteme mit nichtkohdrenter Demodulation

Nichtkoharente Demodulation von binarer FSK (2)

Im Folgenden wird die Fehlerwahrscheinlichkeit unter der Annahme berechnet, dass m = m gesendet
wurde. Unter der weiteren Voraussetzung gleichwahrscheinlicher Bindrnachrichten m( und m; ist die
absolute Fehlerwahrscheinlichkeit genau so grof3:

Pr(£) = Pr(€ |ma).
Mit der Annahme m =m ergeben sich fir die komplexen Korrelationsausgangswerte r; und deren
Betréige y;:

r = VE . e +n1 = 1y =|ri| ist riceverteilt.

ry = Ny = Yy = |ry| ist rayleighverteilt .

Hierbei steht £ fiir die Symbolenergie Eq und die Bitenergie Eg gleichermallen (wegen M = 2), und ny

und 7, sind unkorrelierte komplexe RauschgrofSen mit Mittelwert 0 und Varianz 20n2. Somit lautet die
Verbundwahrscheinlichkeitsdichtefunktion:

Pyr.yz|m (11 2 [ 110) = Py o (11 | 1720) + Py | (72 | 00)

[ +E} 1 [1}1 VE

5 2
20

™
Py |m (I?] |]'"r11_'l:I = }—2 C XD =

il

il

2
- h
Pya |2 [1100) = 3D —255} .

Tl

Die Fehlerwahrscheinlichkeit ergibt sich allgemein wie folgt:

Pr(&) = /Pm.y-_qm(lh-lmmu) dry diy =

)1
o

Pmlm(lil |Inﬂ} 'fpy"_rlru(]]':‘ | Inﬂ} d'-r]'f dlil '

7l

Sty Ty

Nach einigen mathematischen Umformungen erhdlt man das iiberraschend einfache Ergebnis fiir die
nichtkohidrente Demodulation der bindren FSK:

1 - .
I_'.lb' — F]_‘[g} — § ,{E_Efw'.l'kg-'""'::":' = Herleltlmg.

Zum Vergleich sei nochmals das Ergebnis fiir die kohdrente Demodulation angegeben:

ps = Pr(€) = Q(v/Es/No).

Die Grafik stellt die Fehlerwahrscheinlichkeitskurven beider Demodulationsverfahren in Abhdngigkeit des
AWGN-Qotienten Eg/Ny vergleichend gegentiber.
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Man erkennt:
e Die nichtkohirente FSK bendtigt gegeniiber der kohirenten FSK beipg = 10~ ein um 0.8 dB
groferes Eg/N)y. Beipg = 1073 betragt der Abstand sogar 1.3 dB.

® Dagegen ist der Abstand zwischen der kohdrenten bindren FSK von der kohdrenten BPSK
unabhédngig von der Fehlerwahrscheinlichkeit gleich 3 dB.
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Buch: Digitalsignaliibertragung

Lerntutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)

Kapitel: 4 Verallgemeinerte Beschreibung digitaler Modulationsverfahren Abschnitt: 4.5 Trigerfrequenzsysteme mit nichtkohdrenter Demodulation

Herleitung: Fehlerwahrscheinlichkeit von nichtkohdrenter BFSK

Das auf der letzten Seite vorweg genommene Ergebnis soll nun in einigen Rechenschritten hergeleitet

werden. Wir gehen dabei von den folgenden Gleichungen aus:

Pll:'g} 'fpyﬂru(ﬂﬂ |]‘Tlu} d]‘]g dI]] :

M

= fpylhu I:]‘.-Ill |]‘Hu}
0

2
L m+E m-VE
Pun o |mo) = }_2 Bl o h'Er;r? } o [ } 72
T2 ]]2
pmlminﬂh”u}==—g-cﬁp -—25}}

¢ Das innere Integral gibt die Wahrscheinlichkeit an, dass die rayleighverteilte Zufallsgroe 7, grofler

ist als 77y — sieche M usterléosung zur Aufgabe 74.17:

T 2
. Nt
[ Prtnrelmo) g = exp | =1

- EXP [—

m

= Pr(&

m

2ni + 7 1y - O

il

e Mit den Substitutionen Cy = C/2 und a,,> = 6,,%/2 erhilt man:

I T 22 4+ AC2 ny - 20,
9 ¥
_ m | om 20 T
- ]E-ﬂﬁ'mp 207 ]I”{ o3 } A
[1]

e Durch Verschieben von Gleichungsteilen vor das Integral gelingt es, dass der Integrand wieder

eine Riceverteilung beschreibt:

9 = 2 2 ,
ffq} | f M exp {_M} 1 [m ff}
/ a5 o5 a5

3
o5

Pr(€) = % . eXp [—

e Fiir jede WDF — so auch fiir Rice — ist das Integral iiber das gesamte Definitionsgebiet gleich 1:

Pr(€) = = -exp

2

G
207

_l{“‘:} —C2
B T

il

e Mit der schon mehrmals verwendeten Beziehung a,,> = Ny/2 sowie der Tatsache, dass bei binrer

FSK die mittlere Signalenergie pro Symbol (Eg) gleich C? ist, erhilt man schlieBlich das vorne

angegebene Ergebnis:
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Buch: Digitalsignaliibertragung Lerntutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)

Kapitel: 4 Verallgemeinerte Beschreibung digitaler Modulationsverfahren Abschnitt: 4.5 Trigerfrequenzsysteme mit nichtkohdrenter Demodulation

Nichtkoharente Demodulation von mehrstufiger FSK (1)
Wir betrachten nun die Nachrichtenmenge {m), my, ..., m;,_;} und bezeichnen M als Stufenzahl.

&

FUs
&8
EU5
Ets &
Notwendige Voraussetzung fiir die Anwendung des Modulationsverfahrens ,, Frequency Shift Keying”

und eines nichtkohdrenten Demodulators ist ein ganzzahliger Modulationsindex 4. In diesem Fall ist die

M-stufige FSK orthogonal und es ergibt sich eine Signalraumkonstellation, wie in der oberen Grafik fiir
den Sonderfall M = 3 dargestelt.

Der nichtkohdrente Demodulator ist in der Abbildung am Seitenende angegeben. Gegeniiber der
Empfangerstruktur fiir binire FSK unterscheidet sich dieser Empfinger lediglich durch M Zweige
anstelle von nur zweien, welche die Vergleichswerte yy, v», ..., v, liefern.

| ¥y
Phasen. AWGN. — (0 -S> Inl |

dre hung Kanal

Fa

) £
st) —=>QR—> P Ao -5 =D || [

I, 1

el? n(f) 7 ¥

D) - E )y = |yl [

Farbkennungen: lkomplexes Signal komplexer Wert reeller Wert

3>
Il
A

Maximum:

Die Berechnung der Fehlerwahrscheinlichkeit folgt auf der ndchsten Seite.
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Buch: Digitalsignaliibertragung Lerntutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 4 Verallgemeinerte Beschreibung digitaler Modulationsverfahren Abschnitt: 4.5 Triagerfrequenzsysteme mit nichtkohédrenter Demodulation

Nichtkoharente Demodulation von mehrstufiger FSK (2)

Zur Berechnung der Fehlerwahrscheinlichkeit gehen wir wieder von der Annahme aus, dass m, gesendet
wurde. Das bedeutet, dass die Entscheidung richtig ist, wenn y; der grofite Detektionsausgangswert ist:

Pr(C) = Prilyz < yi) Nlys <y) N Nilysr < yn)|m=mg] =
M
= Pr [ﬂ(g,‘. <4y ) |m =mu] . Pr(&)=1-Pr(C).
k=2

Die explizite Berechnung wird hier nur stichpunktartig angegeben. Teilweise wird auf die Herleitung der
BFSK-Fehlerwahrscheinlichkeit Bezug genommen:

* Mit der bedingten Wahrscheinlichkeitsdichte py, ,,(171|m) erhdlt man:

x M
Pr(C) =fPr ﬂliyk <) lys = m.m = mu] 'Pmlm(ﬁ'] | 1) drpy -
] k=2
¢ Die Entscheidungswerte y», y3, ... , Vs sind bei gegebenem y statistisch unabhéingig. Deshalb gilt:
Pr(C) = f {Pr{(ys < yi)lys =mu.m =mg]}" " py il | mo) dy .
0

® Der ausgewdhlte Wert y, konditioniert auf m besitzt eine Rayleighverteilung mit Parameter onz:

M

Pr[(y, < H]HH] =1, m=mg| = f;ﬂg-_qm(lh |”’1u~3I drp =
0

2
= 1—exp [— ;] } =1—a=A (Abkiirzung) .

2
m

e Gesucht ist nun der Ausdruck AM~1, fiir den gilt:

M-1 o _ .
‘_11".-1‘—] — I:]. . ﬂ}x".-f—] — Z(_l}f . ("u- ] 1) . (_1}! caql =

i=0) !
= MZ_:][—I}“' : (M B 1) . eXp [—j]
o i AT
e Weiterhin besitzt y; konditioniert aufm = my eine Riceverteilung. Die Wahrscheinlichkeit fiir eine

korrekte Entscheidung ldsst sich somit in folgende Form bringen:

Pr(C) = ‘E[_l}; . (M; 1) |

r .2 2 . T
fm:p [—: ' Iil} - I}—]J . XD [—Ih +_JE1 Iy [mU—JEb} dr; .
0

Tl

= 2=

il il
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¢ Durch Substitutionen gelingt es, den Integranden entsprechend der Riceverteilung zu gestalten. Da
sich jede Wahrscheinlichkeitsdichte zu 1 integriert, erhdlt man:

M-1 ;

Pr(C) = S (-1 - ('”; 1) u%l exp [—%} . By = Eg-1d(M).

=10

e Der Sonderfall M = 2 fiihrt z7um genau gleichen Ergebnis, wie flir die binire FSK berechnet:
2—1 1 0. Esg
Pr(C) = (-1)". ) exp |———— | +
©) (=1) (L} J 0+1 1[ (i+1)- Ny

21 1 1. Fs
0 (5 )'1+1'm}[_[£+1—}-l}.}:

1 SRFTETOI 1 SEETREEN
1o g e /N S Pr(€) = & e Be/2N0)
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