Buch: Einfithrung in die Kanalcodierung Lerntutorial LNTwww (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 3 Faltungscodes und geeignete Decoder

Uberblick zu Kapitel 3 von ,,Einfiihrung in die Kanalcodierung”

Dieses Kapitel behandelt Faltungscodes (englisch: Convolutional Codes), die erstmals 1955 von
Peter Elias beschrieben wurden [Eli55]. Wihrend bei den linearen Blockcodes (siehe Kapitel 1) und
den Reed—Solomon—Codes (siehe Kapitel 2) die Codewortlinge jeweils n ist, basiert die Theorie der
Faltungscdes auf ,semi-infiniten” Informations— und Codesequenzen. Ebenso liefert die Maximum-
Likelihood—Decodierung mittels des Viterbi-Algorithmuses per se die gesamte Sequenz.

Im Einzelnen werden in diesem Kapitel behandelt:

e Wichtige Definitionen fiir Faltungscodes: Coderate, Gedachtnis, Einflusslinge, freie Distanz
e Gemeinsamkeiten und Unterschiede zu den linearen Blockcodes,

e Generatormatrix und Ubertragungsfunktionsmatrix eines Faltungscodes,

e gebrochen—rationale Ubertragungsfunktionen fir systematische Faltungscodes,

e Beschreibung mit Zustandsiibergangsdiagramm und Trellisdiagramm,

e Terminierung und Punktierung von Faltungscodes,

® Decodierung von Faltungscodes = Viterbi-Algorithmus,

e Gewichtsfunktionen und Niherungen fiir die Bitfehlerwahrscheinlichkeit.

Geeignete Literatur: [BCJR74] — [Boch15] — [Bos98] — [Bos99] — [CT06] — [Eli55] — [Fri96] — [Hag88]
— [Hag90] — [JW93] — [JZ99] — [KM+08] — [Liv10] — [Sha48] — [Vit67]

Die grundlegende Theorie wird auf 52 Seiten dargelegt. Dazu beinhaltet das Kapitel noch 104 Grafiken,
14 Aufgaben und neun Zusatzaufgaben mit insgesamt 101 Teilaufgaben, sowie ein Lernvideo (LV) und
sieben Interaktionsmodule (IM):

» Galoisfeld: Eigenschaften und Anwendungen (LV zu den Grundlagen, Gesamtdauer 39:10)
+ Digitales Filter (IM zu Kap. 3.1)

» Zur Verdeutlichung der grafischen Faltung (IM zu Kap. 3.2)

+ Korrelationskoeffizient und Regressionsgerade (IM zu Kap. 3.4)

+ Viterbi-Empfianger (IM zu Kap. 3.4)

*  M-PSK und Union Bound (IM zu Kap. 3.5)

* Diskrete Fouriertansformation (IM zu den Grundlagen)

*  Komplementire Gau3sche Fehlerfunktionen (IM zu den Grundlagen)

Lehrstuhl far Nachrichtentechnik (LNT) 1/52 Technische Universitat Minchen



Buch: Einfithrung in die Kanalcodierung Lemtutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 3 Faltungscodes und geeignete Decoder Abschnitt: 3.1 Grundlagen der Faltungscodierung

Voraussetzungen und Definitionen

Wir betrachten in diesem Kapitel eine unendlich lange bindre Informationssequenz x und unterteilen diese
in Informationsbldcke u; zu je k Bit. Man kann diesen Sachverhalt wie folgt formalisieren:

: (1 (2) (k)
= (i Uyeonn 2. ... ) it E,-=(u§ ETY Tt )

w €GF(2) fir 1<j<k = u eGF(2").

Im Englischen bezeichnet man eine solche Sequenz ohne negative Indizes als semi—infinite.

Definition: Bei einem biniren Faltungscode (englisch: Binary Convolutional Code) wird zu dem
Taktzeitpunkt i ein Codewort x; bestehend aus n Codebits ausgegeben:

= (0,42, ") & GR)

Dieses ergibt sich entsprechend
¢ den k Bit des aktuellen Informationsblockes u;, und

¢ den m vorherigen Informationsblockenu ;_q, ... , Uy,

Die folgende Grafik verdeutlicht diesen Sachverhalt fiir die Parameter k =4, n =7, m = 2 und i = 4. Die
n =7 zum Zeitpunkt i = 4 erzeugten Codebits x4(1), e x4(7) konnen (direkt) von denk - (m + 1) =12

rot markierten Informationsbits abhdngen und werden durch Modulo—2—Additionen erzeugt.
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Gelb eingezeichnet ist zudem ein (n, k)—Faltungscodierer. Zu beachten ist, dass sich der Vektor u; und
die Sequenz 1) grundlegend unterscheiden. Wahrend u; = (11,(, 1%, ..., ul-(k)) die k zum Zeitpunkt i

parallel anliegenden Informationsbits zusammenfasst, bezeichnet u® = (ul(i), uz(i), ...) die (horizontale)
Sequenz am i—ten Eingang des Faltungscodierers. Fiir den Faltungscode gelten folgende Definitionen:

¢ Die Coderrate ergibt sich wie bei den Blockcodes zu R = k/n.

e Man bezeichnet m als das Gedichtnis (englisch: Memory) des Codes und den Convolutional
Code selbst mit CC(n, k, m).

e Daraus ergibt sich die Finflusslange (englisch: Constraint Length) zuav =m + 1.

e Fiir k> 1 gibt man diese Parameter oft auch in Bit an: mpy = m - k bzw. vgy =(m + 1) - k.
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Buch: Einfithrung in die Kanalcodierung Lemtutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 3 Faltungscodes und geeignete Decoder Abschnitt: 3.1 Grundlagen der Faltungscodierung

Gemeinsamkeiten und Unterschiede gegeniiber Blockcodes

Aus der Definition auf der letzten Seite ist ersichtlich, dass ein bindrer Faltungscode mit m = 0 (also
ohne Gedichtnis) identisch wire mit einem bindren Blockcode wie in Kapitel 1 beschrieben. Wir
schlieBen diesen Grenzfall aus und setzen deshalb fiir das Folgende stets voraus:

® Das Gedéchtnis m sei grof3er oder gleich 1.
¢ Die Einflusslinge v sei grofler oder gleich 2.
Beispiel: Bei einem (7, 4)-Blockcode héingt das Codewort x4 nur vom Informationswort u4 ab, nicht

jedoch von u, und u3, wie bei dem beispielhaften Faltungscodes (mit 2 = 2) auf der letzten Seite.

I I, Hy uy L

."]_:. :]:. 3y LF:A] 1y L i 3y [F:A] 1y L i 3y [F:A] 1y (4] [EA] [\ 1Y N [EA] :4:.
Uy iy (U (U (U (U (U (U (UG (LG (g |y |y Uy |Uy |l |Us |l |Us7) ...

|
L

Der Codeblock x, ergibt sich nur aus u, xil} x'f xf} xf'} xf} x'f;' xf;'
Gilt beispielsweise x4, = 1, x,@ = 1,®, x,® = 14,0, x,® = 1, sowie
(5) (1) (2) (3) i) (2) (3) (4) 7) (1) (2) (4)
Ty o=y 4wy bug, Ty =y A+ +uy o, Ty o=uy 4wy +uy

so handelt es sich um einen so genannten systematischen Hamming—Code (7, 4, 3) entsprechend

Kapitel 1.3. In der Grafik sind diese speziellen Abhédngigkeiten flir x4(1) und x4(7) rot eingezeichnet.

In gewisser Weise konnte man auch einen (7, k)—Faltungscode mit Geddchtnis m > 1 als Blockcode
interpretieren, dessen Codeparameter n' >> n und k' >> k allerdings sehr viel groBere Werte annehmen
miissten als die des vorliegenden Faltungscodes. Aufgrund der grofSen Unterschiede in der Beschreibung,
in den Eigenschaften und insbesondere bei der Decodierung betrachten wir aber Faltungscodes in diesem
Lerntutorial als etwas vollig Neues. Hierflir sprechen folgende Griinde:

¢ Ein Blockcodierer setzt Informationsworte der Linge k Bit blockweise in Codeworte mit n Bit
um. Der Blockcode ist dabei um so leistungsfihiger, je grofer seine Codewortlinge n ist. Bei
gegebener Coderate R = k/n erfordert dies auch eine grof3e Informationswortlinge £.

® Dagegen wird die Korrekturfihigkeit eines Faltungscodes im wesentlichen durch sein Gedéachtnis
m bestimmt. Die Codeparameter k und n werden hier meist sehr klein gewahlt (1, 2, 3, ...). Von
praktischer Bedeutung sind somit nur ganz wenige und zudem sehr einfache Faltungscodes.

e Auch schon bei kleinen Werten fiir £ und n iiberfiihrt ein Faltungscoder eine ganze Sequenz von
Informationsbits (k' - o) in eine sehr lange Sequenz von Codebits (n' = k'/R). Ein solcher Code
bietet somit oft ebenfalls eine grole Korrekturfihigkeit.

e Es gibt effiziente Faltungsdecoder = Viterbi-Algorithmus bzw. BCJR—Algorithmus. Diese
konnen Soft—Decision—Input (Zuverlissigkeitsinformationen {iber den Kanal) einfach verarbeiten
und liefern auch Soft—Decision—QOutput (Zuverldssigkeitsinformation iiber das Decodierergebnis).

Lehrstuhl far Nachrichtentechnik (LNT) 3/52 Technische Universitat Minchen



Buch: Einfithrung in die Kanalcodierung Lemtutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 3 Faltungscodes und geeignete Decoder Abschnitt: 3.1 Grundlagen der Faltungscodierung

Rate—1/2—Faltungscodierer (1)
Die Grafik zeigt einen (n = 2, k = 1)-Faltungscodierer. Zum Taktzeitpunkt i liegt das Informationsbit u;

am Codereingang an und es wird ein 2-Bit-Codeblock x ; = (xl-(l), xl-(z)) ausgegeben.

1
s
S —— Multiplexer
w;—> 2 / x; = (5, x9)
-
z “®
— xi- = 2013 v LN Twww

Unter Berticksichtigung der (halb—unendlich) langen Informationssequenz u ergibt sich folgendes Modell:

Ez(”l?ujp"-?uﬂ"'} Fa[mnggcuder 'E:('xlr'x':?"'?'x?"'}

5| Faltungs >
{incl. Multiplexer) x,= I:.I'I-[l:l, x{_[ﬁ]]

Um aus einem einzigen Informationsbit u; zwei Codebits x,() und x;1?) generieren zu kénnen, muss der
Faltungscodierer mindestens ein Speicherelement beinhalten:
k=1n=2 = m=>=1.

Anmerkung: Die beiden Begriffe Faltungscodierer und Faltungscoder werden in unserem Lerntutorial
synonym verwendet und konnen beliebig ausgetauscht werden. Beide Begriffe bezeichnen die konkrete
Umsetzung einer Informationssequenz u in eine Codesequenz x.

Die Begriffe Faltungscodierer und Faltungscode sollte man allerdings nicht verwechseln. Unter einem
Faltungscode CC (k, n, m) = R = k/n versteht man die Menge aller moglichen Codesequenzen x, die
mit diesem Code unter Beriicksichtigung aller mdglichen Informationssequenzen u (am Eingang) generiert
werden kann. Es gibt verschiedene Faltungscodierer, die den gleichen Faltungscode realisieren.

Beispiel: Nachfolgend ist ein Faltungscodierer fiir die Parameter k = 1, n = 2 und m = 1 dargestellk.
Das gelbe Quadrat kennzeichnet ein Speicherelement. Dessen Beschriftung D ist von Delay abgeleitet.

o x®
Beispielsequenzen am Eingang und Ausgang:
HiC = D HH Ez(n:-]-:-]-:-l]}]-:-l:-l]:-l]:-"'}
l x=(0,0,1,1,1,0,0,1,1,1,1,0,0,1,0,0,...)
o x®

Es handelt sich hier um einen systematischen Faltungscodierer, gekennzeichnet durch xl~(1) = u;. Der
zweite Ausgang liefert xi(z) = u; + u;_1. In der beispielhaften Ausgangssequenz nach Multiplexing sind

alle ;) rot und alle x;1?) blau beschriftet.
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Buch: Einfiihrung in die Kanalcodierung Lemtutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 3 Faltungscodes und geeignete Decoder Abschnitt: 3.1 Grundlagen der Faltungscodierung

Rate—1/2—Faltungscodierer (2)

Nachfolgend sehen Sie links das Ersatzschaltbild eines (n = 2, k = 1)-Faltungscodierers, aber nun mit

m = 2 Speicherelementen. Die beiden Informationsbits lauten:
(1)
Ty = U+ Uiog +ia

F3
b

T = Uy 2.

Wegen x; 1) # u; handelt es sich hier nicht um einen systematischen Code.

o0 x X

+
/ r 1
e S
HL- HH E Cr L HI HH > u.[‘—i
e -

Schieberegister
o x@ | o x®

Rechts angegeben ist eine Realisierungsform dieses Coders. Man erkennt:
¢ Die Informationssequenz u wird in einem Schieberegister der Lange L = m + 1 = 3 abgelegt.
e Zum Taktzeitpunkt i beinhaltet das linke Speicherelement das aktuelle Informationsbit u;, das zu
den nichsten Taktzeitpunkten jeweils um eine Stelle nach rechts verschoben wird.

® Aus der Anzahl der gelben Quadrate ergibt sich wieder das Gedéchtnis m = 2 des Coders.

Aus den beiden Darstellungen wird deutlich, dass x,-(l) und x,-(z) jeweils als der Ausgang eines Digitalen

Filters iiber dem Galoisfeld GF(2) interpretiert werden kann, wobei beide Filter parallel mit der gleichen
Eingangsfolge u arbeiten. Da sich (ganz allgemein) das Ausgangssignal eines Filters aus der Faltung des
Eingangssignals mit der Filterimpulsantwort ergibt, spricht man von Faltungscodierung.
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Buch: Einfithrung in die Kanalcodierung Lemtutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 3 Faltungscodes und geeignete Decoder Abschnitt: 3.1 Grundlagen der Faltungscodierung

Faltungscodierer mit k = 2 Eingidngen

Nun betrachten wir einen Faltungscodierer, der aus k£ = 2 Informationsbits n = 3 Codebits generiert. Die
Informationssequenz u wird in Blocke zu je zwei Bit aufgeteilt. Zum Taktzeitpunkt i liegt am oberen

Eingang das Bit ui(l) an und am unteren Eingang ui(z). Fiir die n = 3 Codebits zum Zeitpunkt 7 gilt dann:

(1) (1) (1) (2

I: = ”I.; + ”I.;_] + ”I,;_] . £ 2013 www LN Twww de
(2 (2 (1) 1)

o=+ u . !

) I Y (2} (1}
I o= g .
u

In der Grafik sind die Info-Bits z;") und

u® ot bzw. blau gekennzeichnet, und die

Y

vorherigen Info—Bits 1; ;) und u; ;® griin — (1) »(t)
bzw. braun. Anzumerken ist:

e Das Gedichtnis m ist gleich der maximalen Speicherzellenzahl in einem Zweig = hier m = 1.
¢ Die Einflusslange v ist gleich der Summe aller Speicherelemente = hier v = 2.
e Alle Speicherelemente seien zu Beginn der Codierung (Initialisierung) auf Null gesetzt.
Der hiermit definierte Code ist die Menge aller moglichen Codesequenzen x, die sich bei Eingabe aller
moglichen Informationssequenzen u ergeben. Sowohl u als auch x seien dabei (zeitlich) unbegrenzt.
Beispiel: Die Informationssequenz seiu = (0, 1, 1, 0, 0, 0, 1, 1, ...). Daraus ergeben sich die beiden
Teilsequenzen u® = 0,1,0,1, ...) und u® = (1, 0, 0, 1, ...). Mit der Festlegung uO(l) = uo(z) =0
folgt aus den obigen Gleichungen fiir die 7 = 3 Codebits:
¢ im ersten Codierschritt (i = 1):
J:fi]‘.l _ ufin _ 0. J:l'iﬂ _ uriza 1 Il'i.'ﬂ _ ufin n ufiﬂ —04+1=1.
e im zweiten Codierschritt (i = 2):
o) = )+l +uf? =140+1=0, 28 =u
) = w4+l +ul =140+ 0=1,
¢ im dritten Codierschritt (i = 3):

,r.'_!'g]\" = u};”—l—ué”—l—uéﬂzﬂ—l-l-l-ﬂzl. ,r_!-fﬁ’zuff\"-l-uf‘;nzﬂ—l-lzl.
o = ulV +ul +ul =040+ 1=1.

¢ und schlieflich im vierten Codierschritt (i = 4):

) = P+l +u® —=140+0=1, 2P =@ +u’=1+0=1,
II:_-‘-T:I _ ui”-l—u'.“ﬂ'l‘u}z.” =14+14+0=0.

Damit lautet die Codesequenz nach dem Multiplexer: x=(0,1,1,0,0,1,1,1,1,1, 1,0, ...).
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Buch: Einfithrung in die Kanalcodierung Lemtutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 3 Faltungscodes und geeignete Decoder Abschnitt: 3.2 Algebraische und polynomische Beschreibung

Definition und Interpretation der Teilmatrizen Gy, ... , G,

Entsprechend den Ausfiihrungen in Kapitel 1.4 Iisst sich das Codewort x eines linearen Blockcodes aus
dem Informationswort z und der Generatormatrix G in einfacher Weise ermitteln:

r=1u-G.

Dabei gilt:
e Die Vektoren u und x haben die Lange k (Bitanzahl eines Informationswortes) bzw. n (Bitanzahl

eines Codewortes) und G besitzt die Dimension k x n (k Zeilen und n Spalten).

¢ Bei Faltungscodierung bezeichnen dagegen 1 und x Sequenzen mit k' — oo und n' - oco. Deshalb
wird auch die Generatormatrix G in beiden Richtungen unendlich weit ausgedehnt sein.

Als Vorbereitung filir die Einflihrung der Generatormatrix G auf der ndchsten Seite definieren wir m + 1
Teilmatrizen, jeweils mit k£ Zeilen und n Spalten, die wir mit G; bezeichnen, wobei 0 < /< m gilt.

Definition: Ist das Matrizenelement G(x, j) = 1, so sagt dies aus, dass das Codebit x,-(’) durch das

Informationsbit z; ;® beeinflusst wird. Andernfalls ist dieses Matrixelement gleich 0.

Diese Definition wird nun an einem Beispiel verdeutlicht.

Beispiel: Wir betrachten wiederum den

Faltungscodierer gemill nebenstehender
Grafik mit den folgenden Codebits:

y (1) (2)
T o= U Ty Uy,
@ _ (2 (1)
;o= U .

(3) (1) (2) (1)
r o= .

Wegen der Gedichtnisordnung m = 1

wird dieser Codierer durch die beiden
Teilmatrizen G und Gy charakterisiert:

Go=(011) S=(100)
Diese Matrizen sind wie folgt zu interpretieren:
e Erste Zeile von Gy, rote Pfeile: 1D beeinflusst sowohl x; (1 als auch x,), nicht jedoch x;2.
e Zweite Zeile von Gy, blaue Pfeile: 1® beeinflusst x; und x;, aber nicht x, 1.

¢ Erste Zeile von Gy, griine Pfeile: ui_l(l) beeinflusst alle drei Coderausgénge.

e Zweite Zeile von Gy, brauner Pfeil: u; ;® beeinflusst nur x (1),
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Buch: Einfithrung in die Kanalcodierung Lemtutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 3 Faltungscodes und geeignete Decoder Abschnitt: 3.2 Algebraische und polynomische Beschreibung

Generatormatrix eines Faltungscodierers mit Gedachtnis m

Mit den Teilmatrizen Gy, ... , G, lassen sich die n Codebits zum Zeitpunkt 7 wie folgt ausdriicken:

Z “ Gr:H;'Gir+£;_]'G]+...+E|;_”|'G”|.

=0

Hierbei sind folgende vektorielle Gréf3en zu berticksichtigen:

(2 (k) (a2 (n)
E,-_(u,- o ), = )

Betrachtet man die beii = 1 beginnenden und sich zeitlich bis ins Unendliche erstreckenden Sequenzen
= (1, Uy, oy, )y E= (€. 25, 002y, )

so kann dieser Zusammenhang durch die Matrixgleichung x = 1 - G ausgedriickt werden. Hierbei ist flir
die Generatormatrix G zu setzen:

G" G] GE e Gru
G — G” G] Gﬂ e Gru

G” G] Gﬂ v Gru

Aus der Gleichung erkennt man sofort das Gedéchtnis m des Faltungscodes. Die Parameter & und 7 sind
direkt nicht ablesbar. Sie sind aber durch die Zeilen— und Spaltenzahl der Teilmatrizen G; festgelegt.

B(HSPIC]: Mit den zwei | T, Generatormatrix G 20 I NTwww.de
Matrizen Go und Gy — | g TOLITIL000 000
siche letztes Beispiel | | 1 :E}__l__l"_l_ ?_*_3' 0000O0O
— erhilt man die rechts é S S g'}} fi—:'} é {E: g g g
I 1 | 2
izzi xG. ||| © " --Z-Z Py | = | Erklirung:
skizzierte Matrix G- 0[|000 00 0T THATE . . .| =-5mams
0[/00000010111100 . .. L Go i G |
1 0 0O0O0O0O0O0COD |'I:'ﬂ:"1||_.__.__._|
1! 1
lﬂﬂﬂﬂﬂﬂﬂﬂﬂlﬂllu:...u
“““ it
| 1
:. .l
_____ Zuordnungen:
x|[011001111110 D @ ®
Anzumerken ist:

e Die Generatormatrix G erstreckt sich nach unten und nach rechts eigentlich bis ins Unendliche.
Explizit dargestellt sind aber nur 8 Zeilen und 12 Spalten.

e Fiir die zeitlich begrenzte Informationssequenzu = (0, 1, 1, 0, 0, 0, 1, 1) ist der gezeichnete
Matrixteil ausreichend. Die Codesequenz lautet dann: x=(0,1,1,0,0,1,1, 1,1, 1, 1, 0).

e Anhand der Beschriftungsfarben lassen sich die n = 3 Codewortstrange ablesen. Das gleiche
Ergebnis haben wir (auf anderem Wege) im Beispiel am Ende von Kapitel 3.1 erhalten.

2 =(0.0,1.1), z®=(1,0.1.1)., z%=(1.1,1.0).
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Buch: Einfiihrung in die Kanalcodierung Lemtutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 3 Faltungscodes und geeignete Decoder Abschnitt: 3.2 Algebraische und polynomische Beschreibung

Generatormatrix fiir Faltungscodierer der Rate 1/n

Wir betrachten nun den Sonderfall £ = 1, zum einen aus Griinden einer moglichst einfachen Darstellung,
aber auch, weil Faltungscodierer der Rate 1/n fiir die Praxis eine gro3e Bedeutung besitzen.

Faltungscodierermit k=1,n=2undm=1 @ 2013 e LN Twerrde 7y

X

Aus der nebenstehenden Skizze kann abgeleitet werden: ————0"

11 01 00 oo 00 ...

K .

( 00 11 01 00 00 --- \ *‘1% X
= G= 00 00 11 o1 00 ... .
L 00 oo 0o 11 01 ... J

Fiir die Eingangssequenz 1 = (1, 0, 1, 1) beginnt die Codesequenz mitx = (1, 1,0, 1, 1, 1, 1, 0, ..).
Dieses Ergebnis ist gleich der Summe der Zeilen 1, 3 und 4 der Gewneratormatrix.

Faltungscodierer mit k=1,n=2und m =2 @ 113 vrurer LI Torarer de a
X
Aufgrund der Gedéchtnisordnung m = 2 gibt es hier drei Teilmatrizen: —b%)—bgk‘)—‘a '
", y ", ,
Go=(1 1). Gi=(1 0). Ga=1(11 . v
(11). Gi=(10), G=(1 1) L By
11 10 11 00 00 o0 ... i, 2)
oo 11 10 11 00 00 ... L+1_2g'i
AL
= G= 00 00 11 10 11 00 ... .
LDD o0 o0 11 10 11 ... J
Hier flihrt die Eingangsssequenz u = (1, 0, 1, 1) zur Codesequenzx = (1,1, 1,0, 0,0, 0, 1, ...).
Faltungscodierer mit k. =1,n=3 undm =3 & 117 vrorer LI Torvrr de a
X,
Wegen m = 3 gibt es vier Teilmatrizen der Dimension 1 x 3: —0"
By Hyg Hig -
O " D|\D|D
Gg:{[} 0 1). G;;:{D 1 1). ] 1 @
v 'Ti
Damit lautet die resultierende Generatormatrix: £

1100 001 001 011 000 000 000 .-
(DDD 110 001 001 011 000 000 ... \

G = ;000 000 1100 001 001 o011 000 ... .
LDDD 000 000 110 001 001 oO11 --. J

und man erhdlt fir u = (1, 0, 1, 1) die Codesequenzx =(1,1,0,0,0,1,1,1,1,1,0,0, ...).
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Buch: Einfithrung in die Kanalcodierung Lemtutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 3 Faltungscodes und geeignete Decoder Abschnitt: 3.2 Algebraische und polynomische Beschreibung

GF (2)-Beschreibungsformen eines Digitalen Filters (1)

In Kapitel 3.1 wurde bereits darauf hingewiesen, dass ein Faltungscodierer der Rate 1/n durch mehrere
Digitale Filter realisiert werden kann, wobei die Filter parallel mit der gleichen Eingangsfolge u arbeiten.
Bevor wir diese Aussage vertiefen, sollen zuerst die Eigenschaften eines Digitalfilters fiir das Galoisfeld
GF(2) genannt werden.

i
1

H; o D™D « « o *D

& @ & ... &

Modulo-2-Summation — X;

Die Grafik ist wie folgt zu interpretieren:
e Das Filter besitzt die Impulsantwort g = (g, g1, &2, --- » &), Wobei fiir alle Filterkoeflizienten (mit
denIndizes 0 < /< m) gilt: g; € GF(2)= {0, 1}.

¢ Die einzelnen Symbole u; der Eingangsfolge u seien ebenfalls bindr: ; € {0, 1}. Damit gilt fiir das
Ausgangssymbol zu den Zeitpunkten 7 > 1 mit Addition und Multiplikation in GF(2):

LI

xIr; = E Op ;g .

=0
e Dies entspricht der (zeitdiskreten) Faltungsoperation (englisch: Convolution), gekennzeichnet
durch einen Stern. Damit kann fiir die gesamte Ausgangssequenz geschrieben werden:
Jo= U * E .

e Wesentlicher Unterschied gegeniiber dem Kapitel 5.2 des Buches ,,Stochastische Signaltheorie”
ist die Modulo—2—Addition (1 + 1 = 0) anstelle der herkdmmlichen Addition (1 + 1 = 2).

Beispiel: Die Impulsantwort des dargestellten Digitalen Filters der © 2013 wrarer LH Twrarar.de
Ordnung 3 lautetg = (1, 0, 1, 1). Die Eingangssequenz dieses lc—f M DlDplD
Filters sei zeitlich unbegrenzt: u=(1,1,0,0, 0, ...).

X
Damit ergibt sich die (unendliche) Ausgangssequenz x im bindren 4-(4%*&—)—0

Galoisfeld = GF(2):

z= (11000 ..)%(1011)=
= (1,0,1,1,0,0, ..) & (0, 1,0, 1, 1.0, ...) = (1, 1, 1,0, 1, 0,....).

Bei der herkdmmlichen Faltung (fiir reelle Zahlen) hitte dagegen das Ergebnis gelautet:
r=(1.1,1.210....).
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Buch: Einfithrung in die Kanalcodierung Lemtutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 3 Faltungscodes und geeignete Decoder Abschnitt: 3.2 Algebraische und polynomische Beschreibung

GF(2)-Beschreibungsformen eines Digitalen Filters (2)

Zeitdiskrete Signale kann man auch durch Polynome beziiglich einer Dummy—Variablen reprasentieren.

Definition: Die zum zeitdiskreten Signal x = (x¢, Xy, Xp, ...) gehorige D—Transformierte lautet:
X(D)=xg+m; Dtxy-DP+ .. =) - D'
i=0

Fiir diese spezielle Transformation in einen Bildbereich verwenden wir auch die Notation:

T = (1.7, T5,...) o2 X(D)= Zsri- D
i—0

In der Literatur wird manchmal x(D) anstelle von X(D) verwendet. Wir schreiben in LNTwww aber alle
Bildbereichsfunktionen mit Gro3buchstaben, zum Beispiel Fourier—, Laplace— und D—Transformation:

w(t) o—e X(f). z(t) ot X(p). z o X(D).

Wir werden nun die D—Transformation auch auf die Informationssequenz z und die Impulsantwort g an.
Aufgrund der zeitlichen Begrenzung von g ergibt sich die obere Summationsgrenze bei G(D) zu i = m:

E:(H".H].Hg....} C'i. E-r[_D}:Zu';-D';I

=0

T

E = I:U”‘f] ....‘;JI'”JI Gi' G(-D:' = ij, .D"

=0

Satz: Wie bei allen Spektraltransformationen gilt auch bei der D-Transformation im Bildbereich die
Multiplikation, da die (diskreten) Zeitsignale u und g durch die Faltung verkniipft sind:

T=u*g oe X(D)=U(D)-G(D).

Man bezeichnet, wie in der Systemtheorie allgemein {iblich, auch die D-Transformierte G(D) der
Impulsantwort g als Ubertragungsfunktion (englisch: Transfer Function).

Der (recht einfache) Beweis dieses wichtigen Ergebnisses finden Sie in der Angabe zu Aufgabe 73.3.

Beispiel: Wir betrachten wieder die zeitdiskreten Signale @ 2013 weorwr L Twrarer de

1
u=(1,1,0,0,..) ofe UD)=1+D, |o—7T—D|D|D

g=(1,0,1,1) oo GD)=14D*+D | | A ¥ «x

Wie im letzten Beispiel: erhdlt man auch auf diesem Losungsweg:
X(D)=UD)-GD)=(1+D)-(1+D*+ D) =
= 1+D*+ PP+ D+ D+ =1+D+ D+ D
= xr=(1,1,1.0.1.0,..).

Die Multiplikation mit D im Bildbereich entspricht im Zeitbereich einer Verschiebung um eine Stelle
nach rechts, weshalb man D als Verzdgerungsoperator (englisch: Delay Operator) bezeichnet:

W(D)=D-X(D) 2o w=(0,1,1,1,0.1.0,...).
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Buch: Einfithrung in die Kanalcodierung Lemtutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 3 Faltungscodes und geeignete Decoder Abschnitt: 3.2 Algebraische und polynomische Beschreibung

Anwendung der D-Transformation auf Rate—1/n—Faltungscoder (1)

Wir wenden nun die Ergebnisse der letzten Seite auf einen Faltungscoder an, wobei wir uns zundchst auf
den Sonderfall k = 1 beschranken. Ein solcher (n, k¥ = 1)-Faltungscode Iisst sich mit # Digitalen Filtern
realisieren, die auf der gleichen Informationssequenz u parallel arbeiten. Die Grafik zeigt die Anordnung
fiir den Codeparameter n =2 = Coderate R = 1/2.

Modulo-2-Summation » xfV

« Dol e

Oberes Filter

Y
=

Yo
& & &

Modulo-2-Summation - xia}

Unteres Filter

Die nachfolgenden Gleichungen gelten fiir beide Filter gleichermaf3en, wobei fiir das obere Filterj = 1
und flir das untere Filter j = 2 zu setzen ist:

¢ Die Impulsantworten der beiden Filter ergeben sich zu

g9 = (95" g¢”, ...g$). mit j e {1,2}.

T

¢ Die beiden Ausgangssequenzen lauten:
a2 = (2§ 2P 2, ) =u- g, mit je {1,2}.

Hierbei ist beriicksichtigt, dass das obere Filter und das untere Filter beide auf der gleichen
Eingangssequenz u = (u), uy, Uy, ...) arbeiten.

e Fiir die D-Transformierten der Ausgangssequenzen gilt:
_‘{UW"[D} =U(D)- G';*"}[D}. mit j € {1.2}.

Auf der nichsten Seite verwenden wir eine kompaktere Schreibweise.

Lehrstuhl far Nachrichtentechnik (LNT) 12 /52 Technische Universitat Minchen



Buch: Einfithrung in die Kanalcodierung Lemtutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 3 Faltungscodes und geeignete Decoder Abschnitt: 3.2 Algebraische und polynomische Beschreibung

Anwendung der D-Transformation auf Rate—1/n—Faltungscoder (2)

Um den soeben dargelegten Sachverhalt kompakter darstellen zu kénnen, definieren wir nun folgende
vektorielle Grof3en eines Faltungscodes der Rate 1/n:

Definition: Die D—Ubertragungsfunktionen der n parallel angeordneten digitalen Filter werden im
Vektor G(D) zusammengefasst:

Q{D) = (GU}{‘D)? GEE}{D)? ?G(n}{D)) .

Der Vektor X(D) beinhaltet die D—Transformierten der n Codesequenzen 1(1), )_c(z), s x™:

i{ﬂ) = (X(l}{D)?XEZ}{D)? ?X(n}{ﬂ}) .

Damit erhdlt man die folgende Vektorgleichung:
X(D)=U(D)-G(D).
Aufgrund des Codeparameters k = 1 ist U(D) hier keine vektorielle GroS3e.

Beispiel: Wir betrachten beispielhaft den skizzierten Faltungscode | & 2015w LI s de +@
i

mit den Codeparametern n = 2, kK = 1 und m = 2. Fiir diesen gilt:
: " " 3
(1) o i

¢ =(1,1,1) ofe GD)=1+4+D+ D7, ; T

ﬂl;z‘.- = (1.0, 1} o L G[D} — 14+ D? )\" o
B 2 )
= G(D)=(1+D+D* 1+ D7%). »H—0"

Die Informationssequenz seiu = (1, 0, 1, 1), was zur D-Transformierten U(D) = 1 + D? + D° fiiht.
Damit erhdlt man

X(D) = (X"(D), X*(D)) = U(D) -G(D).
wobei

XD)=(1+D*+D%)-(1+4D+D?% =
1+ D+ D*+ D+ D+ D+ D4+ D+ D =14+D+ D°
= " =(1,1.0,0.0,1.0,0,..).
_‘{'L':“.-[D} _ [l_I_Dl_I_Di}[l_I_D!}:

=1+ D+ D+ D+ D+ D’ =14+ D+ D'+ I

= % =(1,0.0,1.1,1.0,0...).

Das gleiche Ergebnis haben wir in der Aufgabe Z3.1 auf anderem Wege erhalten. Nach dem
Multplexen der beiden Srdnge erhdlt man wieder: x = (11, 10, 00, 01, 01, 11, 00, 00, ...).
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Buch: Einfithrung in die Kanalcodierung Lemtutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 3 Faltungscodes und geeignete Decoder Abschnitt: 3.2 Algebraische und polynomische Beschreibung

Ubertragungsfunktionsmatrix — Transfer Function Matrix (1)

Auf der letzten Seite haben wir gesehen, dass ein Faltungscode der Rate 1/n sich am kompaktesten als
Vektorgleichung im D—transformierten Bereich beschreiben Iisst:

X(D)=U(D)-G(D).

Nun erweitern wir das Resultat auf Faltungscodierer mit mehr als einem Fingang = k> 2 (siehe Grafik).

Eﬂ]' Eﬂ}
P— [
. Faltungscoder .

(R = kin)

—_ A

= WMIN2 e T BT

Um einen Faltungscode der Rate k/n im D—Bereich abbilden zu koénnen, muss die Dimension obiger
Vektorgleichung hinsichtlich Eingang und Ubertragungsfunktion erhéht werden:

X(D)=U(D)-G(D).
mit folgenden Mafinahmen:
e Aus der skalaren Funktion U(D) wird der Vektor U(D) = (UN(D), UA(D), ..., UM(D)).

e Aus dem Vektor G(D) wird die kxn—Matrix G(D), die man als Ubertragungsfunktionsmatrix
bezeichnet (englisch: Transfer Function Matrix oder auch Polynomial Generator Matrix):

G'(D) G(D) ... G"(D)
rl: 1 " rl: -:"' rl; ?-":'
Sy GENDY L Gy D
ap) - | @0 &) 5" (D)
a(p) ¢ (D) ... G"(D)

e Jedes der k-n Matrixelemente Gi(’)(D) mit 1 <i<k, 1 <j <nistein Polynom iiber der Dummy—
Variablen D im Galoisfeld GF(2), maximal vom Grad m, wobei m das Geddchtnis angibt.

e Fiir die obige Ubertragungsfunktionsmatrix kann mit den zu Beginn dieses Kapitels definierten
Teilmatrizen Gy, ... , G, auch geschrieben werden (als Index verwenden wir wieder /):

GD)=> G- D'=Gy+G-D+Gy-D*+...+ G, - D™
=0
Auf der nichsten Seite werden diese Definitionen und GesetzmiRigkeiten an einem ausflihrlichen Beispiel
verdeutlicht.
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Buch: Einfithrung in die Kanalcodierung Lemtutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 3 Faltungscodes und geeignete Decoder Abschnitt: 3.2 Algebraische und polynomische Beschreibung

Ubertragungsfunktionsmatrix — Transfer Function Matrix (2)

Beispiel: Wir betrachten nun wieder den | = 2013 www LN Tnrww de —H;}—h
(n = 3,k = 2, m = 1)-Faltungscoder, .uglj
dessen Teilmatrizen in einem fritheren "2
Beispiel wie folgt ermittelt wurden: / g
u — {3t
1 01
G=(071): Ll
111 w?
1= (1 0 D) ' —O—

Wegen m = 1 existieren keine Teilmatrizen fiir / > 2. Damit lautet die Ubertragungsfunktionsmatrix:

1+D D l-I—D)

G[D}=G.J-I-G]-D=<D L

Die (zeitlich begrenzte) Informationssequenz seiu = (0, 1, 1, 0, 0, 0, 1, 1), woraus sich die beiden
Eingangsfolgen wie folgt ergeben:

w = (0,1.0,1) o2 UND)=D+ D4,
w? = (1,0.0.1) oZe UHD)=1+ D%,

Daraus folgt fiir den Vektor der D-Transformierten am Coderausgang:

X(D) = (X9(D), X®(D), XI(D)) = U(D) - G(D)

1+D D 1—|—D)

— 3 3y
= (D+D l—I—D}(D {1

Damit ergeben sich in den drei Stringen folgende Codesquenzen:
XWD)=(D+DY)-(1+D)+(1+D%)-D=
=D+ D*+ D+ D'+ D+ D'=D*+ D°
= zM=(0.0,1.1,0.0, )
X*D)=(D+D)-D+(1+D%) 1=
=D+ D'+1+ D' =14+ D*+ D+ D*
= z%®=(1.0.1.1.1.0, )
XD)=D+P)-1+D)+(1+07)-1=
=D+D*+ D+ D' +14+ 0P =14+D+D*+ D
= % =(1.1.1,0.1.0, ...).
Die gleichen Ergebnisse haben wir auf anderen Wegen bereits in vorherigen Beispielen erhalten:
¢ im Beispiel von Kapitel 3.1, Seite 4,
¢ im Beispiel von Kapitel 3.2, Seite 2.
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Buch: Einfithrung in die Kanalcodierung Lemtutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 3 Faltungscodes und geeignete Decoder Abschnitt: 3.2 Algebraische und polynomische Beschreibung

Systematische Faltungscodes (1)

Die Polynomreprasentation anhand der Ubertragungsfunktionsmtrix G(D) ermdglicht Einblicke in die
Struktur eines Faltungscodes. Beispielsweise erkennt man anhand dieser kxn—Matrix, ob es sich um
einen systematischen Code handelt. Darunter versteht man einen Code, bei dem die Codesequenzen
)_C(l), ,L(k) mit den Informationssequenzen g(l), - u®) identisch sind. Die Grafik zeigt beispielhaft
einen systematischen (n = 4, k = 3)-Faltungscode.

ey o0
—/ [:4} .-..I-..-..I-. Euj =I_I|:2] \_
‘ A e L x
E(J} _ . D

Ein systematischer (n, k)—Faltungscode liegt immer dann vor, wenn die Ubertragungsfunktionsmatrix (mit
k Zeilen und n Spalten) folgendes Aussehen hat:

G(D) = G.(D) = [I: P(D)].
Hierbei ist folgende Nomenklatur verwendet:
¢ I, bezeichnet eine diagonale Einheitsmatrix der Dimension k x k.
e P(D) ist eine k x (n —k)-Matrix, wobei jedes Matrixelement ein Polynom in D beschreibt.

Beispiel: Ein systematischer Faltungscode mit den Codeparameternn = 3, k = 2, m = 2 konnte
beispielsweise die folgende Ubertragungsfunktionsmatrix aufiveisen:

1 0 1+D°
G“’-‘"‘(D}_(D 1 1—|—D)'

Andere systematische Faltungscodes mit gleichem n und gleichem & unterscheiden sich demgegeniiber
nur durch die beiden Matrixelemente in der letzten Spalte.

Zu jedem (n, k)-Faltungscode mit der Generatormatrix G(D) kann ein dquivalenter systematischer
Code gefunden werden, dessen D-Matrix wir mit Ggy(D) benennen.

T(D) QD)
rf';']"u};. () ... &P)|lei ) ... ¢™(D)
¢y 6P ... ¢Pllct ) ... ¢™(D)

G(D) = - o - - -
¢iV(py ¢¥ ) ... ¢P)||lc D) ... ¢ (D)

T o T W

Auf der nichsten Seite wird gezeigt, wie man von einer beliebigen Matrix G(D) durch AufSpalten in zwei
Teilmatrizen T(D) und Q(D) und verschiedene Matrizenoperationen zur Matrix Ggy(D) kommt.
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Buch: Einfithrung in die Kanalcodierung Lemtutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 3 Faltungscodes und geeignete Decoder Abschnitt: 3.2 Algebraische und polynomische Beschreibung

Systematische Faltungscodes (2)

Um von einer Ubertragungsfunktionsmatrix G(D) zur Matrix G;ys(D) eines dquivalenten systematischen
Faltungscodes zu kommen, geht man entsprechend der Grafik auf der letzten Seite wie folgt vor:
e Man unterteilt die kxn—Matrix G(D) in eine quadratische Matrix T(D) mit & Zeilen und k Spalten
und bezeichnet den Rest mit Q(D).

e Anschliefend berechnet man die zu T(D) inverse Matrix Tl(D) und daraus die Matrix fiir den
dquivanten systematischen Code:

G.w(D) =T (D) G(D).

e DaT (D) - T(D) die kxk—Einheitsmatrix I, ergbt, kann die Ubertragungsfinktionsmatrix des

dquivalenten systematischen Codes in der gewiinschten Form geschrieben werden:

G.(D) = [L: P(D)] mit P(D)=T'(D)-Q(D).

Beispiel: Der auf den letzten Seiten | & o113 ww LiTvmm de
schon héufiger betrachtete Coder der 7D |
Rate 2/3 ist nicht systematisch, weil : » D
zum Beispiel x() # 4D, x@ = 4@ gilt u / ¥ X
(siehe nebenstehende Coderschaltung). | =~ —® -
Man erkennt dies aber auch anhand 7
der Ubertragungsfunktionsmatrix: ey gl
L w L
G(D) = [T(D); Q(D)] —® >

= 0= ("} 7). ao- (117).

Die Determinante von T(D) ergibt sichzu(1+D)-1+D-D=1+D + D? und ist ungleich 0. Somit
kann flir die Inverse von T(D) geschrieben werden (Vertauschung der Diagonalelemente!):

1 1 D
—1 - -
T 0)=1"p (D 1+D)'

Das Produkt T(D) - T‘l(D) ergibt die Einheitsmatrix I, und fiir die dritte Spalte von Ggy4(D) gilt:
1 1 D 1+ D
= _] . _ —-— .
P(D)=T7'(D)-Q(D) 1+ D1D? (D l-I—D) ( 1 )

B 1 | (1+D)+D _ v
= PO) =157 (D-(1+D}+(1+D})_1+D+Df (1+D"1)

R
= G..(D)= LEPER" ] .
0 1 o5ipe

Es ist noch zu kliren, wie das Filter einer solchen gebrochen-rationalen Ubertragungsfiunktion aussieht.
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Buch: Einfithrung in die Kanalcodierung Lemtutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 3 Faltungscodes und geeignete Decoder Abschnitt: 3.2 Algebraische und polynomische Beschreibung

Filterstruktur bei gebrochen—rationaler Ubertragungsfunktion

Hat eine Ubertragungsfinktion die Form G(D) = A(D)/B(D), so bezeichnet man das zugehorige Filter als
rekursiv. Bei einem rekursiven Faltungscodierer mit dem Gedéchtnis m kann fiir die beiden Polynome
A(D) und B(D) allgemein geschrieben werden:

AD) = Zti; D =ay+a,-D+ay-D*+ ... +a, D",

i=0

m

B['D} = 1+be'Dr=1+b]-_D—I—E}E-_Dg_l_nl_l_bmlﬂml
=1

Die Grafik zeigt die entsprechende Filterstruktur in der so genannten Controller Canonical Form.

D) >

(@ (@
:,.f; e

(D (=

Die Koeflizienten ay, ... , a,, beschreiben den Vorwértszweig, wahrend by, ... , b, eine Riickkopplung
bilden. Alle Koeffizienten sind binir, also 1 (durchgehende Verbindung) oder O (fehlende Verbindung).

Beispiel: Die rechts skizzierte Filterstruktur lasst

sich durch folgende Gleichungen beschreiben: W
L 1) 2013 sananar LI Trapanar de
Tr: = W; +1w; 2. e
b= g . H, o—»{t—» D |—4—> D
u t; + wWi_1 +"-'r-a—2 ¢ Y '\\W K\W 'R\W
Entsprechend gilt fiir die D-Transformierten: : =1 =2

X(D) = W(D)+W(D)- D*= (Pre
= W(D)- (14 D?).

W(D)=U(D)+W(D)-D+W(D).-D* = U(D)=W(D)-(1+ D+ D?).
Somit erhilt man fiir die Ubertragungsfunktion dieses Filters:

X(D) 1+ D?
U(D) 1+D+D?

G(D) =

Im Beispiel zu den systematischen Faltungscodes hat sich genau ein solcher Ausdruck ergeben.
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Buch: Einfiihrung in die Kanalcodierung Lemtutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 3 Faltungscodes und geeignete Decoder Abschnitt: 3.3 Codebeschreibung mit Zustands— und Trellisdiagramm

Zustandsdefinition fiir ein Speicherregister (1)

Ein Faltungscodierer kann auch als Automat mit endlicher Anzahl von Zustinden aufgefasst werden. Die

Zustandsanzahl ergibt sich dabei aus der Zahl der Speicherelemente = Gedéchtnis m zu 2.

o x®

= 2013 v LI Trvr.de s xr"[:}

Im Kapitel 3.3 gehen wir meist vom gezeichneten Faltungscodierer aus, der durch folgende Kenngréfen
charakterisiert wird:

e f=1,n=2 = Coderate R=1/2,
e Gedéchtnis m =2 = Einflusslinge v = 3,

e Ubertragungsfunktionsmatrix in Oktalform (7, 5) = G(D)=(1 + D+ D% 1+ D?).
Die Codesequenz zum Zeitpunkti = x; = (x,-(l), xl-(z)) hiingt aufer vom Informationsbit #; auch vom

Inhalt (#;_y, u;_,) des Speichers ab. Hierfiir gibt es 2" = 4 Moglichkeiten, die man als die Zustinde S,
S1, S5 und S5 bezeichnet. Der Registerzustand S, sei dabei tiber den Index definiert:

m
w=1u_qy+2 u_s5. allgemein: p = E AR TR
1=1

Im Englischen verwendet man fiir ,,Zustand” den Begriff State. Entsprechend ist auch im deutschen Text
manchmal vom Registerstatus die Rede.

Um Verwechslungen zu vermeiden, unterscheiden wir im Weiteren durch Grof3— bzw. Kleinbuchstaben:

* die moglichen Zustinde S, mit den Indizes 0 < p < 2" 1,
¢ die aktuellen Zustdnde s; zu den Zeitpunkteni =1, 2, 3, ....

Auf der ndchsten Seite verdeutlichen wir die Zustdnde an einem Beispiel.
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Buch: Einfiihrung in die Kanalcodierung Lemtutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 3 Faltungscodes und geeignete Decoder Abschnitt: 3.3 Codebeschreibung mit Zustands— und Trellisdiagramm

Zustandsdefinition fiir ein Speicherregister (2)

Beispiel: Die folgende Grafik zeigt fiir obigen Faltungscodierer jeweils den Beginn (i < 15)
e der Informationssequenz u = Informationsbits u;,

e der aktuellen Zustdnde s; € {Sy, S1, S, 53} zu den Zeitpunkten i, sowie

e der jeweiligen Codesequenzen x; = (xi(l), xi(z)).

Zeitpunktz | 1 |2 |3 (4| 5|6 |7 8|9 |10[11(12]|13|14 |15

Informationsbhitz, |1 |1 |1 (OO |0 |1 |0 (1|12 (0|0 |1]|0|1

zuﬁtaﬂdezs .Su, Sl 33 33 .S‘- Sl} SD‘ Sl -S‘- Sl 33 -S‘-'l SD‘ Sl .S‘-

I
Codesequenzx; |11{01(10|01|11(00(11|10| 00|01 (02|12 |11|10 00

Die Farbkennzeichnungen sollen den Ubergang zu den nachfolgenden Grafiken auf den nichsten Seiten
erleichtern. Man erkennt aus obiger Darstellung beispielsweise:

e Zum Zeitpunkti =5 gilt u; | = uy = 0, u;_5 = u3 = 1. Das heiflt, der Automat befindet sich im
Zustand s5 = §,. Mit dem Informationsbit #; = 15 = 0 erhélt man die Codesequenz x5 = (11).

® Der Zustand fiir den Zeitpunkt i = 6 ergibt sich aus u; | = us =0 und u;_5=uy = 0 zusg=S.
Wegen ug = 0 wird nun x4 = (00) ausgegeben und der neue Zustand s ist wiederum S,.

® Auch zum Zeitpunkt i = 12 wird wegen u;, = 0 die Codesequenz x;, = (11) ausgegeben und
man geht vom Zustand s, = S, in den Zustand s13 = .S, tiber.

® Dagegen wird zum Zeitpunkt i = 9 die Codesequenz (00) ausgegeben und aufsq =S, folgt
$10 = 57 Gleiches gilt auch fiir = 15. In beiden Féllen lautet das aktuelle Informationsbit u; = 1.

Aus diesem Beispiel ist zu erkennen, dass die Codesequenz x; zum Zeitpunkt 7 allein

® vom aktuellen Zustand s; =5, (0 < < 2™ 1), sowie

¢ vom aktuellen Informationsbit #;

abhéngt. Ebenso wird der Nachfolgezustand s;,; allein durchs; und u; bestimmt. Diese Eigenschaften

werden im so genannten Zustandsiibergangsdiagramm auf der nachsten Seite berticksichtigt.
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Darstellung im Zustandsiibergangsdiagramm (1)

Die Grafk zeigt das Zustandsiibergangsdiagramm (englisch: State Transition Diagram) fiir unseren
Standardcodierer. Dieses liefert alle Informationen tiber den (n = 2, k = 1, m = 2)—Faltungscodierer in
kompakter Form. Die Farbgebung ist mit der sequenziellen Darstellung auf der vorherigen Seite
abgestimmt. Der Vollstindigkeit halber ist auch die Herleitungstabelle nochmals angegeben.

|—|~:|—|n=f

|—l|—'=-'=‘f
[ %]
=

Zeitpunkti | 1 |2 |3 (4| 5|6 |78 |9 |10|11(12(13|14|15

Informationshite; | 1 (1 (1|0 |0 (O |2 |02 |1 |00l (0|1

Zustands; =S, | So| ;| 55| S5] 52| Sq | S |8y | 52|85, ] S5] 5| Sp| 8] 5.

i

Codesequenzx; | 1101 (10|01 |11(00(11|10|00|01|{01|11|11|{10 00

Die 2"k Uberginge sind mit ,,u; | x;” beschriftet. Beispielsweise ist abzulesen:
¢ Durch das Informationsbit #; = 0 (gekennzeichnet durch eine rote Beschriftung) gelangt man vom
Zustand s; = S} zum Zustand s;4; = S, und die beiden Codebits lauten xi(l) =1,xP=0.
¢ Mit dem Informationsbit #; = 1 (blaue Beschriftung) im Zustand s; = S ergeben sich dagegen die
Codebits zu x;V = 0, x,? = 1, und man kommt zum neuen Zustand s;,; = S3.
Die Struktur des Zustandsiibergangsdiagramms ist allein durch die Parameter m und & festgelegt:

e Die Anzahl der Zustinde ist 2 K.
® Von jedem Zustand gehen 2K Pfeile ab.

Ein weiteres Beispiel folgt auf der nichsten Seite.
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Darstellung im Zustandsiibergangsdiagramm (2)

Die obere Grafik zeigt nochmals das Zustandsiibergangsdiagramm fiir unseren Standardcodierer. Dieses
dient lediglich als Vergleichsgrundlage fiir das nachfolgende Beispiel.

o x

'_"="_"=f

.......:.n:f
[
=

o x@

Die untere Grafik gilt fiir einen systematischen Code, ebenfalls mit den KenngroBBenn =2, k=1, m = 2.
Es handelt sich um die dquivalente systematische Reprisentation des obigen Codierers. Man
bezeichnet diesen auch als RSC—Codierer (englisch: Recursive Systematic Convolutional Encoder).

o x®
q-:‘h'-' Wy | Wea| 5
T 0|0 |S,
vl G L s
oy 1|15,
o o x®

Gegeniiber dem oberen Zustandsiibergangsdiagramm erkennt man folgende Unterschiede:
¢ Da die fritheren Informationsbits #;_; und u;_, nicht abgespeichert werden, beziehen sich hier die

Zustande s; = S, auf die verarbeiteten Grofien w;_; und w;_», wobeiw; = u; + w;_1 +w;_, gilt.

e Da dieser Code systematisch ist, gilt x,(1) = 11, Die Herleitung der zweiten Codebits x;\?) finden
Sie in Aufgabe A3.5. Es handelt sich um ein rekursives Filter, wie in Kapitel 3.2 beschrieben.
Der Bildervergleich zeigt, dass sich fiir beide Codierer ein dhnliches Zustandsiibergangsdiagramm ergibt:
¢ Man gelangt von jedem Zustand s; € {S, S1, 55,593} zu den gleichen Nachfolgezustinden s, ;.
¢ Ein Unterschied besteht hinsichtlich der ausgegebenen Codesequenzen x; € {00, 01, 10, 11}.
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Darstellung im Trellisdiagramm (1)

Man kommt vom Zustandsiibergangsdiagramm zum so genannten 7rellisdiagramm (oder kurz: Trellis),
indem man zusétzlich eine Zeitkomponente = Laufvariable i beriicksichtigt. Die folgende Grafik stellt
die beiden Diagramme flir unseren Standardcodierer (n = 2, k = 1, m = 2) gegeniiber.

Die untere Darstellung hat Ahnlichkeit mit einem Gartenspalier — etwas Phantasie vorausgesetzt. Die
englische Ubersetzung hierfiir ist , Trellis”. Weiter ist anhand dieser Grafik zu erkennen:

e Da alle Speicherregister mit Nullen vorbelegt sind, startet das Trellis stets vom Zustand s; = S,
Zum néchsten Zeitpunkt (i = 2) sind dann nur die beiden Zusténde S und S; moglich.

® Ab dem Zeitpunkt i = m + 1 = 3 hat das Trellis fiir jeden Ubergang von s; nach s;,| genau das
gleiche Aussehen. Jeder Zustand S, ist durch einen roten Pfeil (u; = 0) und einen blauen Pfeil
(u; = 1) mit einem Nachfolgezustand verbunden.

e Gegeniiber einem Codebaum, der mit jedem Zeitschritt i exponentiell anwachst — siehe zum
Beispiel Kapitel 3.8, Seite 2a im Buch ,Digitalsignaliibertragung” — ist hier die Zahl der Knoten
(also der moglichen Zustinde) auf 2™ begrenzt.

® Diese erfreuliche Eigenschaft eines jeden Trellisdiagramms nutzt auch der Viterbi—Algorithmus
zur effizienten Maximum-Likelihood—Decodierung von Faltungscodes.
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Darstellung im Trellisdiagramm (2)

Das folgende Beispiel soll zeigen, dass zwischen der Aneinanderreihung der Codesequenzen x; und den

Pfaden durch das Trellisdiagramm eine 1:1-Zuordnung besteht. Auch die Informationssequenz u ist aus
dem ausgewdhlten Trellispfad anhand der Farben der einzelnen Zweige ablesbar. Ein roter Zweig steht
fiir das Informationsbit #; = 0, ein blaver firr u; = 1.

Beispiel: Auf der ersten Seite dieses Abschnitts wurde fiir unseren Rate—1/2—Standardcodierer mit
Gedéachtnis m = 2 sowie die Informationssequenzu = (1, 1, 1, 0, 0, 0, 1, 0, 1, ...) die Codesequenz x
hergeleitet, die in nachfolgender Tabelle fiir i < 9 nochmals angegeben ist.

4516|7809

| ]
L

Zeitpunkti | 1

Informationshite; [ 1 (|1 |1 (0|0 |0 | 1|01

zustaﬂdsizsp 'SD‘ Sl 33 33 -S‘-'- 'Sl:l' 'Sl:l' Sl -S‘-'-

Codesequenzx; | 1101 10|01 |11({00|11|10|00

| i=1 | i=2 | i=3 | i =4 | i=5 | i=6 | i=7 | i=8 | i=5'|

Darunter gezeichnet ist das Trellisdiagramm. Man erkennt:
® Der ausgewahlte Pfad durch das Trellis ergibt sich durch die Aneinanderreihung roter und blauer
Pfeile, die fiir die moglichen Informationsbits u; = 0 bzw. u; = 1 stehen. Diese Aussage gilt fiir
jeden Rate—1/n—Faltungscode. Bei einem Code mit & > 1 gibe es L verschiedenfarbige Pfeile.
* Bei einem Rate—1/n—Faltungscode sind die Pfeile mit den Codewortenx; = (x; D, ... , (x,()
beschriftet, die sich aus dem Informationsbit #; und den aktuellen Registerzustédnden s; ergeben.
Fiir n = 2 gibt es nur vier mdgliche Codeworte, nimlich 00, 01, 10 und 11.

® In vertikaler Richtung erkennt man aus dem Trellis die moglichen Registerzustdnde S,,. Bei einem

Rate—k/n—Faltungscode mit der Geddchtnisordnung m gibt es 2k ™ verschiedene Zustinde. Im
vorliegenden Beispiel (k = 1, m = 2) sind dies nur die Zustédnde S, Sy, S, und S3.
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Definition der freien Distanz (1)

Als eine wichtige Kenngro3e der linearen Blockcodes wurde in Kapitel 1.1 die minimale Hamming—
Distanz zwischen zwei beliebigen Codeworten x und x' eingefiihrt:
in(C) = min_ dylz, z').

11
z.z'eC
. -I_r

x#
Aufgrund der Linearitdt gehort zu jedem Blockcode auch das Nullwort 0. Damiit ist d,,,;, auch gleich dem
minimalen Hamming—Gewicht wy (x) eines Codewortes x # 0.

Bei Faltungscodes erweist sich die Beschreibung der Distanzverhiltnisse als wesentlich aufwéndiger, da
ein Faltungscode aus unendlich langen und unendlich vielen Codesequenzen besteht.

Definition: Die freie Distanz df eines Faltungscodes ist gleich der Anzahl der Bits, in dem sich zwei

beliebige Codesequenzen x und x' (mindestens) unterscheiden. Anders ausgedriickt: Die freie Distanz

ist gleich der minimalen Hamming—Distanz zwischen zwei beliebigen Pfaden durch das Trellis.

Da Faltungscodes ebenfalls linear sind, kann man auch hier als Bezugssequenz die unendlich lange
Nullsequenz heranziehen: x = 0. Damit ist die freie Distanz dg gleich dem minimalen Hamming—Gewicht

(Anzahl der Einsen) einer Codesequenz x # 0.

Beispiel: Wir betrachten die Nullsequenz 0 (wei3 markiert) sowie zwei andere Codesequenzen x
sowie x' (mit gelber bzw. dunkler Hinterlegung) in unserem Standard—Trellis und charakterisieren diese
Sequenzen anhand der Zustandsfolgen:

0= (Sy— Sy — Sy — Sp— Sp— ...) = (00,00,00,00,00, ...) .
r = (Sp— S; — 8 — Sy — Sp— ...) = (11,10, 11,00, 00, ...) .
¥ = (So— 5 — 83— Sy — Sy — ...) =(11,01,01, 11,00, ...) .

P o —

Pl Lelwd o=

SI} 00 00 04 04 00 00 00 00 00

Man erkennt aus diesen Darstellungen:
¢ Die freie Distanz dp = 5 ist gleich dem Hamming-Gewicht wy(x). Keine andere Sequenz als die

gelb hinterlegte unterscheidet sich von 0 um weniger als 5 Bit. Beispielsweise ist wy(x') = 6.

¢ In diesem Beispiel ergibt sich die freie Distanz di = 5 auch als die Hamming—Distanz zwischen

den Sequenzen x und x’, die sich genau in fiinf Bitpositionen unterscheiden.

Lehrstuhl far Nachrichtentechnik (LNT) 25/52 Technische Universitat Minchen



Buch: Einfithrung in die Kanalcodierung Lemtutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 3 Faltungscodes und geeignete Decoder Abschnitt: 3.3 Codebeschreibung mit Zustands— und Trellisdiagramm

Definition der freien Distanz (2)

Je grofer die freie Distanz df, ist, desto besser ist das asymptotische Verhalten des Faltungscoders. Zur

genauen Berechnung von Fehlerwahrscheinlichkeit benétigt man allerdings — ebenso wie bei den linearen
Blockcodes — die Gewichtsfunktion (englisch: Weight Enumerator Function) = siehe Kapitel 3.5.

Die freie Distanz dp nimmt mit wachsendem Gedéchtnis m zu, vorausgesetzt, man verwendet fiir die

Ubertragungsfunktionsmatrix G(D) geeignete Polynome. In der Tabelle sind fiir Rate—1/2—Faltungscodes
die n = 2 Polynome zusammen mit dem dp—Wert angegeben. Von Bedeutung ist insbesondere der sog,

Industriestandardcode mit m = 6 = 64 Zustinde und der freien Distanz d = 10.

Gedichtnis | oberes Filter GAN D) |unteres Filter GEND)| freie Distanz
m=1 1 1+D d,=3
m=1 1+D+0? 1+D? dz=5
m=3 1+D+03 1+D+ 072+ 03 d;=06
m=4 1+03+04 1+D+D+ 14 dy="7
m=5 1+D+ D4+ D5 1+D+D2+ D3+ 05 d;=8
m=0 1+02+ D3+ D5+ D% | 1+D+D7 + D3+ Db dp=10

Das folgende Beispiel zeigt, welche Auswirkungen es hat, wenn man ungiinstige Polynome zugrundelegt.

Beispiel: Unser (n = 2, k = 1, m = 2)-Standard—Coder basiert auf der Ubertragungsfunktionsmatrix
G(D) = (1+D+D?, 1+D?). Dieser weist die freie Distanz dg = 5 auf.

o x®
Anderung gegeniiber
Standardcoder || ¥ial S;
u; B4z 1105
0| 1]s,
o 1[1]s;
o x®

Verwendet man G(D) = (14D, 1+D?), so indert sich das Zustandsiibergangsdiagramm gegeniiber
dem Standard—Coder = Seite 2a nur wenig. Die Auswirkungen sind aber gravierend:

¢ Die freie Distanz ist nun nicht mehr dp = 5, sondern nur noch dp = 3, wobei die Codesequenz

x =(11, 01, 00, 00, ...) zur Informationssequenzu =1 = (1, 1, 1, 1, ...) gehort.

e Das heiBt: Durch nur drei Ubertragungsfehler an den Positionen 1, 2, und 4 verfilscht man die
Einssequenz (1) in die Nullsequenz (0) und produziert so unendlich viele Decodierfehler.

e Einen Faltungscodierer mit diesen Eigenschaften bezeichnet man als katastrophal. Der Grund

fiir dieses extrem ungiinstige Verhalten ist, dass hier 1+D und 1+D? nicht teilerfemd sind.
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Terminierte Faltungscodes

Bei der theoretischen Beschreibung der Faltungscodes geht man stets von Informationssequenzen z und
Codesequenzen x aus, die per Definition unendlich lang sind. In praktischen Anwendungen, sieche zum
Beispiel GSM und UMTS, verwendet man dagegen stets eine Informationssequenz endlicher Lange L.
Bei einem Rate—1/n—Faltungscode hat dann die Codesequenz mindestens die Linge n - L.

Die Grafik zeigt ohne Hinterlegung das Trellis unseres Standard—Rate—1/2—Faltungscodes bei bindrer
Eingangsfolge u der endlichen Lange L = 128. Damit hat die Codefolge x die Lange 2 - L = 256.
Aufgrund des undefinierten Endzustands ist eine vollstindige Maximum-Likelihood—Decodierung der
gesendeten Folge allerdings nicht mdglich. Da man nicht weif3, welcher der Zusténde S, ... , S5 sich fiir

i > L einstellen wiirden, wird die Fehlerwahrscheinlichkeit (etwas) gro3er sein als im Grenzfall L — .
Um dies zu verhindern, terminiert man den Faltungscode entsprechend der Hinterlegung in obiger Grafik:
e Man fligt an die L = 128 Informationsbits noch m = 2 Nullenan = L'= 130.
e Damit ergibt sich beispielsweise fiir den farblich hervorgehobenen Pfad durch das Trellis:
o =(11.01.01.00....10.00,01.01.11)
= uw=(1.1.0.1.....0.1.1.0.0).

e Das Trellis endet nun stets (also unabhéngig von den Daten) im definierten Endzustand S, und man
erreicht so die bestmdgliche Fehlerwahrscheinlichkeit entsprechend Maximum-Likelihood.

® Die Verbesserung hinsichtlich der Fehlerwahrscheinlichkeit erkauft man sich allerdings auf Kosten
einer kleineren Coderate. Gilt L >> m, so ist dieser Verlust nur gering. Im betrachteten Beispiel
ergibt sich mit Terminierung die Coderate R' = 0.5 - L/(L + m) = 0.492 anstelle von R = 0.5.
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Punktierte Faltungscodes

Wir gehen von einem Faltungscode der Rate Ry = 1/n aus, den wir Muttercode nennen. Streicht man
von dessen Codesequenz einige Bits entsprechend einem vorgegebenen Muster, so spricht man von
einem punktierten Faltungscode (englisch: Punctured Convolutional Code) mit der Coderate R > R,
Die Punktierung geschieht mittels der Punktierungsmatrix P mit folgenden Eigenschaften:

¢ Die Zeilenzahl ist nj), die Spaltenzahl gleich der Punktierungsperiode p, die durch die gewiinschte

Coderate bestimmt wird.
* Die ng - p Matrixelemente P;; sind bindr (0 oder 1). Bei P;;= 1 wird das entsprechende Codebit

tibernommen, bei P;; = 0 punktiert.
¢ Die Rate des punktierten Faltungscodes ergibt sich als der Quotient aus p und der Anzahl N; der
Einsen in der P-Matrix.

Man findet giinstig punktierte Faltungscodes tblicherweise nur mittels computergestiitzter Suche. Dabei
bezeichnet man einen punktierten Faltungscode dann als giinstig, wenn er

e die gleiche Geddchtnisordnung m aufweist wie der Muttercode (auch die Gesamteinflusskinge ist in
beiden Fiéllen gleich: v =m + 1),
¢ eine moglichst groBe freie Distanz df, besitzt, die natiirlich kleiner ist als die des Muttercodes.

Beispiel: Ausgehend von unserem Rate—1/2—Standardcode mit den Parameternng = 2, m = 2

erhdlt man mit der Punktierungsmatrix

110 .
P=(1 ; 1) = p=3, N, =4

einen punktierten Faltungscode der Rate R = p/N; = 3/4. Wir betrachten hierzu folgende Konstellation:

¢ Informationssequenz: u=(1,0,0,1,1,0,..),

e (Codesequenz ohne Punktierung: x = (11, 10, 11,11, 01, 01, ...),
¢ (Codesequenz mit Punktierung: x'=(11,1 , 1,11,0 , 1,..),
¢ Empfangssequenz ohne Fehler: y=(11,1, 1,11,0, 1,..),
® Modifizierte Empfangssequenz: ' = (11, 1E, E1, 11, OE, E1, ...).

Jedes punktierte Bit in der Empfangssequenz y (markiert durch einen Unterstrich) wird also durch ein
Erasure E ersetzt — sieche Binary Erasure Channel. Ein solches durch die Punktierung entstandene
Erasure wird vom Decoder genauso behandelt wie eine Ausloschung durch den Kanal.

Natiirlich erhoht sich durch die Punktierung die Fehlerwahrscheinlichkeit. Dies kann man bereits daran
erkennen, dass die freie Distanz nach der Punktierung aufdp = 3 sinkt. Demgegeniiber besitzt der

Muttercode die freie Distanz d = 5.

Eine Anwendung findet die Punktierung zum Beispiel bei den so genannten RCPC—Codes (Rate
Compatible Punctered Convolutional Codes). Niheres hierzu in der Aufgabe A3.8.
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Blockschaltbild und Voraussetzungen

Ein wesentlicher Vorteil der Faltungscodierung ist, dass es hierflir mit dem Viterbi-Algorithmus ein sehr
effizientes Decodierverfahren gibt. Dieser von Andrew J. Viterbi entwickelte Algorithmus wurde bereits
im Kapitel 3.8 des Buches ,,Digitalsignaliibertragung” im Hinblick auf seinen Einsatz zur Entzerrung im
Detail beschrieben. Fiir seinen Einsatz als Faltungsdecodierer gehen wir von folgendem Blockschaltbild
und den folgenden Voraussetzungen aus:

I

[ ]

Faltungscode: | Kanalmodell: o Viterbi— >
R=1/n,m, G(D) | BSC oder AWGN Algorithmus |

U —p

[~

¢ Die Informationssequenzu = (uy, uy, ...) ist hier im Gegensatz zur Beschreibung der linearen
Blockcodes = Kapitel 1.5 oder von Reed—Solomon-Codes = Kapitel 2.4 im allgemeinen
unendlich lang (,, semi—infinite). Fiir die Informationssymbole gilt stets u; € {0, 1}.

¢ Die Codesequenz x = (xy, xp, ...) mit x; € {0, 1} héingt auBer von u auch noch von der Coderate

R = 1/n, dem Gedéchtnis m und der Ubertragungsfunktionsmatrix G(D) ab. Bei endlicher Anzahl
L an Informationsbits sollte der Faltungscode durch Anfligen von m Nullen terminiert werden:

= (. tg. ... up. 0.....0) = z=(r1.T2.....090. Tar 1. . T2019m ) -

¢ Die Empfangssequenzy = (y1, ¥y, ...) ergibt sich entsprechend dem angenommenen Kanalmodell.
Bei einem digitalen Modell wie dem Binary Symmetric Channel (BSC) gilt y; € {0, 1}, so dass
die Verfilschung von x aufy mit der Hamming—Distanz dy; (x, y) quantifiziert werden kann. Die
erforderlichen Modifikationen flir den AWGN—Kanal folgen auf Seite 6 dieses Kapitels.

¢ Der nachfolgend beschriebene Viterbi-Algorithmus liefert eine Schitzung z fiir die Codesequenz x
und eine weitere Schitzung v fiir die Informationssequenz u. Dabei gilt:

Pr(z # L} < Minimum = Priv # i} ~ Nanimm .

Zusammenfassung: Der Viterbi-Algorithmus sucht bei einem digitalen Kanalmodell (zum Beispiel
BSC) von allen moglichen Codesequenzen x' diejenige Sequenz z mit der minimalen Hamming—Distanz

dy(x', y) zur Empfangssequenz y:

2z = argmin du(z’.y) = arg max Pr(y|z').
T - —

T

Das bedeutet auch: Der Viterbi-Algorithmus erfiillt das M aximum-Likelihood—Krite rium.
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Vorbemerkungen zu den nachfolgenden Decodierbeispielen (1)

In den Beispielen dieses Kapitels wird stets von unserem Standard—Faltungscodierer der Rate R = 1/2,

mit dem Gedichtnis m = 2 sowie der Ubertragungsfinktionsmatrix G(D) = (1 +D + D% 1 + D?)
ausgegangen. Die Linge der Informationssequenz sei L = 5 und unter Beriicksichtigung der Terminierung
L' ="7. Die betrachteten Codesequenzen x und auch die Empfangssequenzen y setzen sich somit jeweils
aus 14 Bit zusammen. Durch Aufteilung entsprechend y = (v, ¥, ... ,¥7) ergeben sich die Bitpaare

y; € {00, 01, 10, 11}.

Iys,) I(S) IyS,) TI3(5) I'(S) T (S) TSy IHS,)

¥ ¥z ¥3 ¥4 ¥z Ys L,
L w L L3 v w ¥ L

00 10 0a 0a 00 10 0a

Sl} —Cﬂ D_
11 1 1) 1 11 11 11 11 11 11 11

Sl
s,
33

Die Viterbi-Decodierung erfolgt mit Hilfe des dargestellten Trellisdiagramms. Ein roter Pfeil steht fiir die
Hypothese u; = 0, ein blauer fiir #; = 1. Um Verwechslungen zu vermeiden, versehen wir hypothetische

Grofen mit Apostroph. Auch dann, wenn wir sicher wissen, dass das Informationsbit u; = 1 ist, gilt
u;' € {0, 1}. Neben den Pfeilen steht die jeweilige hypothetische Codesequenz x;' € {00, 01, 10, 11}.
Wir gehen auf dieser und den nachfolgenden Seiten davon aus, dass die Viterbi-Decodierung auf der
Hamming—Distanz dy(x;', v;) zwischen dem Empfangswort y; und den vier moglichen Codeworten
x; € {00, 01, 10, 11} basiert. Dann gehen wir wie folgt vor:

® In den noch leeren Kreisen werden die Fehlergroen 773(S,) der Zustdnde S, (0 < u < 3) zu den

Zeitpunkten 7 eingetragen. Der Startwert ist stets 77,(Sq) = 0.

¢ Die Fehlergroflen fiir 1 = 1 und i = 2 ergeben sich zu

F1 (Su} = ff][{[[}[}} . E]J . ﬂ [S]} = Ef][{[ll} . E])
(So) = T1(So) + du((00). ) Ta(S1) = I(S,) +du((11)
5(Sa) = Ti(S1) + dy((10) ) I5(83) = I(Sy) +dyu ((01)

el

Die Beschreibung wird auf der nichsten Seite fortgesetzt.
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Kapitel: 3 Faltungscodes und geeignete Decoder Abschnitt: 3.4 Decodierung von Faltungscodes

Vorbemerkungen zu den nachfolgenden Decodierbeispielen (2)

Fortsetzung der allgemeinen Viterbi-Beschreibung:

IS) IyS) TIxS) TuS) TIyS) T«S) T«S) IAS)

n ¥a ¥3 ¥y Xs ¥g ¥q
0o 0o 00 00 0o 0o 00
Sﬂ, _(“ D_
11 11 11 11 1) 1 1 11 11 11 11
51
Ay
83

=

e Ab dem Zeitpunkt i = 3 hat das Trellisdiagramm seine Grundform erreicht, und zur Berechnung

aller I'4S),) muss jeweils das Minimum zwischen zwei Summen ermittelt werden:

i(So) = Min|Tiy(So) +du((00), ), Tia(S2)+du((11), y)
I:(S1) = Min :r,-_,(su} +du((11) . y,). Tia(S2) + du((00), y.)
I:(S2) = Min :r,-_l[sj} +du((10).y.). Fica(S3) + du((01). y.)
I:(S3) = Min :r,-_l[s*]} +du((01) . y,). Tia(S3) + du((10), y,)

® Von den zwei an einem Knoten /';(S,,) ankommenden Zweigen wird der schlechtere (der zu einem

groferen I73(S,,) gefiihrt hitte) eliminiert. Zu jedem Knoten fiihrt dann nur noch ein einziger Zweig.

e Sind alle Fehlergroen bis einschliefSlich i = 7 ermittelt, so kann der Viterbi-Algotithmus mit der
Suche das zusammenhéngenden Pfades vom Ende des Trellis = 77(S,) bis zum Anfang = 15(S)

abgeschlossen werden.

e Durch diesen Pfad liegen dann die am wahrscheinlichsten erscheinende Codesequenz z und die

wahrscheinlichste Informationssequenz v fest. Nicht flir alle Empfangssequenzen y gilt aber z = x

und v = u. Das heiB}t: Bei zu vielen Ubertragungsfehlern versagt auch der Viterbi-Algorithmus.
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Lemtutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Abschnitt: 3.4 Decodierung von Faltungscodes

Decodierbeispiel fiir den fehlerfreien Fall (1)

Zundchst gehen wir von der Empfangssequenz y = (11, 01, 01, 11, 11, 10, 11) aus, die hier — wegen der

Codewortlinge n = 2 — bereits in Bitpaare yy, ..., y7 unterteilt ist.
IS IS) IS) TIyS) I(5) T«S) T4S) TyS)
¥ ¥, Yy ¥y ¥s Ys ¥y
L v L 3 w W w b w
00 od ad 00 00 od 00
5, (@ >
11 11 11 11 11 11 11 11 11 11 11
5
5
S.'i-

Die eingetragenen Zahlenwerte und die verschiedenen Stricharten werden im folgenden Text erklart:

Ausgehend vom Initialwert 77)(Sp) = 0 kommt man mit y; = (11) durch Addition der Hamming-

Distanzen dy ((00), v;) = 2 bzw. dy ((11), ¥;) = 0 zu den FehlergroBen I71(Sp) = 2, I1(S7) = 0.

Im zweiten Decodierschritt gibt es Fehlergrofen fiir alle vier Zustidnde: Mit y, = (01) erhilt man:

FngSu} = F] I:Su} +|if][{|:DD::l (Dl}) = '2+ 1 =3.
0(S;) = IN(So) +du((11).(01)) =241 =3,
3(S2) = I(S1) +du((10),(01)) =0+2=2
I3(S3) = T(S1) +du((01),(01)) =04+0=0

In allen weiteren Decodierschritten miissen jeweils zwei Werte verglichen werden, wobei dem
Knoten I'y(S),) stets der kleinere Wert zugewiesen wird. Beispielsweise gilt fiir / = 3 mit y3 = (01):

I3(Sp) = min [I3(S0) +du ((00), (01)), I3(S2) +du((11), (01))] =
=min[3+1.2+1]=3.
F;[S;} = 1min [Fg[S]}‘th][{[Dl}. [Dl}) . Fg[.g_'i} +tf][{[1|:|'}. [Dl})] =

min[3 +0,0+ 2] = 2.

Ab i = 6 wird im betrachteten Beispiel die Terminierung des Faltungscodes wirksam. Hier sind nur
noch zwei Vergleiche zur Bestimmung von 7g(S)) und /4(S,) anzustellen, und fiir i = 7 nur noch
ein Vergleich mit dem Endergebnis 77(S).

Von den jeweils zwei an einem Knoten ankommenden Zweigen wird stets nur derjenige bei der
abschliefenden Pfadsuche herangezogen, der zur minimalen Fehlergrofe 773(S,) gefiihrt hat. Die

,schlechten” Zweige werden verworfen. Sie sind in obiger Grafik jeweils punktiert dargestelit.

Die Beschreibung wird auf der nichsten Seite fortgesetzt.
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Kapitel: 3 Faltungscodes und geeignete Decoder Abschnitt: 3.4 Decodierung von Faltungscodes

Decodierbeispiel fiir den fehlerfreien Fall (2)

Nachdem alle Fehlergrofien I';(S,,) — in dem vorliegenden Beispiel fiir 1 <7 <7 und 0 <z < 3 — ermittelt
wurden, kann der Viterbi-Decoder mit der Pfadsuche beginnen.

Iy(S) I(S) I(S) Ii(S) I(S) Ti(S) TIS) TI+S)

¥ =(11){ y, =(01) ¥y =(11)

1

A \

Die Pfadsuche lauft wie folgt ab:

¢ Ausgehend vom Endwert /7(S) wird in Riickwértsrichtung ein zusammenhéngender Pfad bis zum
Startwert /7(S() gesucht. Erlaubt sind nur die durchgezogenen Zweige. Punktierte Linien kénnen

nicht Teil des ausgewihlten Pfades sein.

e Der ausgewihlte Pfad ist in der Grafik grau markiert. Er durchliuft von rechts nach links die
Zustdinde Sy « Sy < S| < Sp < Sy « 53 <« 51 « . Es gbt keinen zweiten durchgehenden

Pfad von I'5(Sy) zu I'y(Sy). Das bedeutet: Das Decodierergebnis ist eindeutig.

e Das Ergebnisv = (1, 1, 0, 0, 1, 0, 0) des Viterbi-Decoders hinsichtlich der Informationssequenz
erhdlt man, wenn man fiir den durchgehenden Pfad — nun aber in Vorwirtsrichtung von links nach
rechts — die Farben der einzelnen Zweige auswertet (rot entspricht einer 0, blau einer 1).

Aus dem Endwert I7(Sp) = 0 erkennt man, dass in diesem ersten Beispiel keine Ubertragungsfehler

vorlagen. Das Decodierergebnis z stimmt also mit dem Empfangsvektor y = (11, 01, 01, 11, 11, 10, 11)
und der tatsdchlichen Codesequenz x iiberein. AuBerdem ist v nicht nur die nach dem ML—Kriterium
wahrscheinlichste Informationssequenz 1, sondern es gilt auch hier die Identitét: v = u.

Anmerkung: Bei der beschriebenen Decodierung wurde von der bereits in der Uberschrift enthaltenen
Information ,,Fehlerfreier Fall” natiirlich kein Gebrauch gemacht wurde.
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Kapitel: 3 Faltungscodes und geeignete Decoder Abschnitt: 3.4 Decodierung von Faltungscodes

Decodierbeispiele fiir den fehlerbehafteten Fall (1)

Es folgen zwei weitere Beispiele zur Viterbi-Decodierung. Die Berechnung der FehlergroBen 7'(S),)

geschieht wie auf Seite 2 beschrieben und auf der letzten Seite fiir den fehlerfreien Fall demonstriert.
ISy Iy(S) I(S) I3(S) I(S) IS) TeS) TIAS)
21 =D 22 = QD) 23 = A0)| x4 = (00)| 25 = (O1)| 26 = (O1)| x, = (A1)

S0 (Qpmiem(2) 3.

Als Resiimee dieses ersten Beispiels mit obigem Trellis ist festzuhalten:

e Auch hier Iisst sich ein eindeutiger Pfad (dunkelgraue Markierung) zuriickverfolgen, der zu den
folgenden Ergebnissen fiihrt (erkennbar an den Beschriftungen bzw. den Farben dieses Pfades):

— (00,11,10,00,01,01,11)
v = (0,1,0,1,1,0,0).

[

e Der Vergleich der am wahrscheinlichsten gesendeten Codesequenz z mit dem Empfangsvektor y
zeigt, dass hier zwei Bitfehler (am Beginn) vorlagen. Da aber der verwendete Faltungscode die
freie Distanz dp = 5 aufweist, flihren zwei Fehler noch nicht zu einem falschen Decodierergebnis.

e Es gibt andere Pfade wie zum Beispiel den heller markierten Pfad (S - S} - S5 - S35 - S5 »
S, = Sy - Sp), die zundchst als vielversprechend erscheinen. Erst im letzten Decodierschritt
(i=7) kann dieser hellgraue Pfad endgiiltig verworfen werden.

® Dieses Beispiel zeigt, dass eine zu friihe Entscheidung oft zu einem Decodierfehler fiihrt, und man
erkennt auch die Zweckmifigkeit der Terminierung: Bei endgiiltiger Entscheidung zum Zeitpunkt
i =5 (dem Ende der eigentlichen Informationssequenz) wiren die Sequenzen (0, 1, 0, 1, 1) und
(1, 1, 1, 1, 0) noch als gleichwahrscheinlich angesehen worden.

Anmerkung: Bei der Berechnung von/5(S;) = 3 und I5(S;) = 3 flihren hier jeweils die beiden

Vergleichszweige zur gleichen minimalen Fehlergrofe. In der Grafik sind diese beiden Sonderfille durch
Strichpunktierung markiert.

In diesem Beispiel hat dieser Sonderfall keine Auswirkung auf die Pfadsuche. Der Algorithmus erwartet
trotzdem stets eine Entscheidung zwischen zwei konkurrierenden Zweigen. In der Praxis hilft man sich
dadurch, dass man bei Gleichheit einen der beiden Pfade zufillig auswahit.
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Im letzten Beispiel gehen wir stets von folgenden Voraussetzungen beziiglich Quelle und Coder aus:

Lemtutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Abschnitt: 3.4 Decodierung von Faltungscodes

Decodierbeispiele fiir den fehlerbehafteten Fall (2)

w=1(1,1,0,0,1,0,0) = x=(11,01,01,11,11,10,11).

Aus der ersten der beiden Grafiken erkennt man, dass sich hier der Decoder trotz dreier Bitfehler fiir den
richtigen Pfad (dunkle Hinterlegung) entscheidet. Es gibt also nicht immer eine Fehlentscheidung, wenn

mehr als dy/2 Bitfehler aufgetreten sind.

.‘El=@

¥ ={[@)

¥4 =(11)

¥ =(10)

Is) IS) IxS) TaS) IyS) TI«S) T«S) TIAS)

¥7=(11)

In der unteren Grafik ist noch ein vierter Bitfehler in Form von y; = (01) hinzugeftigt:

¢ Nun flihren beide Zweige im Schritt / = 7 zur minimalen FehlergroBe 77(S() = 4, erkennbar an den

strichpunktierten Ubergingen. Entscheidet man sich im dann erforderlichen Losverfahren fiir den
dunkel hinterlegten Pfad, so wird auch bei vier Bitfehlern noch die richtige Entscheidung getroffen.

e Andernfalls kommt es zu einer Fehlentscheidung. Je nachdem, wie das Auswiirfeln im Schritt i = 6
zwischen den beiden strichpunktierten Konkurrenten ausgeht, entscheidet man sich entweder fiir
den violetten oder den hellgrauen Pfad. Mit dem richtigen Pfad haben beide wenig gemein.

Il=@

¥2 ={@

e =(11)

¥

¥ =(10)

s,y IS) TIuS) I5(S) TIyS) TI:(S) IyS) I4S)

.‘Eﬂr=@1}

i} (10 00 o0

S Q) et O SN0
\ 11 11 11 ,'11
3 ) ,
Sl I"*-_E # '
™./
A 3/
SS
o 2 w LN
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Kapitel: 3 Faltungscodes und geeignete Decoder Abschnitt: 3.4 Decodierung von Faltungscodes

Zusammenhang zwischen Hamming—Distanz und Korrelation

Insbesondere beim BSC-Modell — aber auch bei jedem anderen Bindrkanal = Eingang x; € {0, 1},
Ausgangy; € {0, 1} wie zum Beispiel dem Gilbert-Elliott—-Modell — liefert die Hamming-Distanz
dyy(x, v) genau die gleiche Information iiber die Ahnlichkeit der Eingangsfolge x und der Ausgangsfolge v

wie das innere Produkt. Nimmt man an, dass die beiden Folgen in bipolarer Darstellung vorliegen
(gekennzeichnet durch Tilden) und dass die Folgenlinge jeweils L ist, so gilt fiir das innere Produkt:

L
SLgF =Y Ff mit F=1-20 gi=1-2y, &4 € {-1+1}.

i=1

Wir bezeichnen dieses innere Produkt manchmal auch als ,Korrelationswert”. Die Anflihrungszeichen
sollen darauf hinweisen, dass der Wertebereich eines Korrelationskoeffizienten eigentlich +1 ist.

Beispiel: Wir betrachten hier zwei Bindrfolgen der Lange L = 10:

¢

3 E 3

T
<>
<+
>
i
i
v

|
|
|

= €T>

=

[
=

—
| [+
| =

=
L
]
L
Y

e Links dargestellt sind die unipolaren Folgen x und y sowie das Produkt x - v. Man erkennt die
Hamming—Distanz dy(x, ) = 6 = sechs Bitfehler an den Pfeilpositionen. Das innere Produkt

(x * ) = 0 hat hier keine Aussagekraft. Zum Beispiel ist {0 - y) unabhingig von y stets Null.
¢ Die Hamming-Distanz dyy = 6 erkennt man auch aus der bipolaren (antipodalen) Darstellung der

rechten Grafik. Die , Korrelationswert” hat aber nun den richtigen Wert 4 - (+1) + 6 - (-1) =-2.
Es gilt der deterministische Zusammenhang zwischen den beiden Grof3en mit der Folgenlinge L:

< §>=L—2 dulf g).

Interpretieren wir nun diese Gleichung fiir einige Sonderfille:

¢ Identische Folgen: Die Hamming—Distanz ist gleich 0 und der ,,Korrelationswert” gleich L.
e Invertierte: Folgen: Die Hamming—Distanz ist gleich L und der ,,Korrelationswert” gleich —L.
e Unkorrelierte Folgen: Die Hamming—Distanz ist gleich /2, der ,,Korrelationswert” gleich 0.
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Viterbi—Algorithmus, basierend auf Korrelation und Metriken (1)

Mit den Erkenntnissen der letzten Seite lisst sich der Viterbi-Algorithmus auch wie folgt charakterisieren.
Der Algorithmus sucht von allen moglichen Codesequenzen x' € C die Sequenz z mit der maximalen
Korrelation zur Empfangssequenz y:

r=arcmax (r.4y mit ¥F'=1—-2-z".
s=argmas (£.3) mit :

=1-2.y.

[

( ... ) bezeichnet einen ,Korrelationswert” entsprechend den Aussagen auf der letzten Seite. Die Tilden
weisen wieder auf die bipolare (antipodale) Darstellung hin.

Die Grafik zeigt die diesbeziigliche Trellisauswertung, Zugrunde liegt
e der gleiche Faltungscode mit R=1/2, m = 2 und G(D) = (1 + D+ D% 1 + D?), und
e der gleiche Empfangsvektor y = (11, 11, 10, 00, 01, 01, 11)

wie flir das Trellisdiagramm auf Seite 3a dieses Kapitels, basierend auf der minimalen Hamming—
Distanz und den Fehlergrofien I'4(S),). Beide Darstellungen dhneln sich sehr.

Ag(S,)  AYS)  ALS)  A(S)  ALS) A(S) AgS,) A4S

1 = QA1) 3, =(11)| ¥3 =(10)| x4 =(00)| 35 =(01)] x5 =(01)

¥ ¥ ¥ ¥

@i’,@)\— oo :@)ﬂﬂ

1> 1

A
.S‘l _,-’J!- iy IEE’,‘*‘M—4
S,
33

Ebenso wie die Suche nach der Sequenz mit der minimalen Hamming—Distanz geschieht auch die Suche
nach dem maximalen Korrelationswert schrittweise:

® Die Knoten bezeichnet man hier als die MetrikenA,(S,). Die englische Bezeichnung hierfiir ist
Cumulative Metric, wahrend Branch Metric den Metrikzuwachs angibt.

e Der Endwert A+(Sy) = 10 gibt den ,Korrelationswert” zwischen der ausgewdhlten Folge z und
dem Empfangsvektor y an. Im fehlerfreien Fall ergébe sich A+(S;) = 14.

Die Trellisbeschreibung wird auf der ndchsten Seite fortgesetzt.
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Viterbi-Algorithmus, basierend auf Korrelation und Metriken (2)

Die nachfolgende Beschreibung bezieht sich auf die Trellisauswertung entsprechend der letzten Seite,
basierend auf ,,Korrelationswerten” und den Metriken A;(S,). Zum Vergleich zeigt die Grafik auf

Seite 3a Trellisauswertung, die auf Hamming-Distanzen und den FehlergroBien I';(S,,) basieren.
¢ Die Metriken zum Zeitpunkt 7 = 1 ergeben sich mit y; = (11) zu

A(Sp) = <(00). (11) > = < (+1. +1). (1. —=1) > = —2.
2

A(S)) = <(11).(11) » = < (=1, =1). (=1. —1) > = +2.
e Entsprechend gilt z7um Zeitpunkt i = 2 mit y, = (11):

15(S0) = A1(Se) + < (00), (11) > = -2 —2=—4,
A0S = 4,(S) + <(11). (11)> = —242=0
12(S2) = A4(Si) + <(10). (11)> = 2+ 0 = 2.
12(Ss) = A4(Sy) + <(01). (11)> = 2+ 0= 2.

e Ab dem Zeitpunkti = 3 muss eine Entscheidung zwischen zwei Metriken getroffen werden.
Beispielsweise erhdlt man mit y3 = (10) fiir die oberste und die unterste Metrik im Trellis:

A3(Sp) = max [A2(So) + < (00), (11) > . A2(Sy) + < (00}, (11) =] =
= max|[—4+0,240] =2,
A3(Sy) = max [A2(Sy) + < (01), (10) > . Aa(S3) + <(10),(10) =] =
= max [04+0.24 2] = 4.
Vergleicht man die zu minimierenden Fehlergrofien /4(S),) mit den zu maximierenden Metriken A,(S,), so

erkennt man den folgenden deterministischen Zusammenhang;
Ai(S,) =2 [E — F,-(.S'ﬂ}] .

Die Auswahl der zu den einzelnen Decodierschritten iiberlebenden Zweige ist bei beiden Verfahren
identisch, und auch die Pfadsuche liefert das gleiche Ergebnis.

Zusammenfassung:
¢ Beim Binirkanal — zum Beispiel dem BSC—Modell — fiihren die beiden beschriebenen Viterbi—

Varianten Fehlergrdffenminimierung und Metrikmaximierung zum gleichen Ergebnis.

e Beim AWGN—Kanal ist die Fehlergro3enminimierung nicht anwendbar, da keine Hamming—
Distanz zwischen dem bindren Eingang x und dem analogen Ausgang v angegeben werden kann.

¢ Die Metrikmaximierung ist beim AWGN—Kanal vielmehr identisch mit der Minimierung der
Euklidischen Distanz — siche Aufgabe 73.10.

¢ Ein weiterer Vorteil der Metrikmaximierung ist, dass eine Zuverldssigkeitsinformation tiber die
Empfangswerte y in einfacher Weise beriicksichtigt werden kann.
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Viterbi-Entscheidung bei nicht—terminierten Faltungscodes (1)

Bisher wurde stets ein terminierter Faltungscode der Linge L' = L + m betrachtet, und das Ergebnis des
Viterbi-Decoders war der durchgehende Trellispfad vom Startzeitpunkt (i = 0) bis zum Ende (i = L").

Bei nicht—terminierten Faltungscodes (L' — ) ist diese Entscheidungsstrategie nicht anwendbar. Hier
muss der Algorithmus abgewandelt werden, um in endlicher Zeit eine bestmogliche Schitzung (gemal3
Maximum-Likelihood) der einlaufenden Bits der Codesequenz liefern zu konnen.

Die obere Grafik zeigt ein beispielhaftes Trellis fiir

e unseren Standard—Codierer = R=1/2,m=2,G(D)=(1+D+D? 1+ D?,
e die Nullfolge=u=0=(0,0,0,...) = x=0=(00,00, 00, ...),
e jeweils einen Ubertragungsfehler beii =4 und i = 5.

Anhand der Stricharten erkennt man erlaubte (durchgezogene) und verbotene (punktierte) Pfeile in rot
(#; = 0) und blau (¢; = 1). Punktierte Linien haben einen Vergleich gegen einen Konkurrenten verloren

und konnen nicht Teil des ausgewahlten Pfades sein.

Die untere Grafik zeigt die 2" tiberlebenden Pfade @; (S,,) fir den Zeitpunkt i = 9. Man findet diese
Pfade am einfachsten von rechts nach links. Die folgende Angabe zeigt die durchlaufenen Zusténde S, in
Vorwartsrichtung:

Dy(Sp) :Sg = So = So = So = Sp = So = So = So = So ~ S,

Dy(S):Sy > So—= S0~ Sp > S1 > ->851->85->5-35,

Do(SH):Sp = So >S9~ Sp >S5S H->5->85-5 -5,

Dy(S3) 180 = So = Sp = So = S = S > 5 = 5~ 5~ S5

Die Beschreibung wird auf der nichsten Seite fortgesetzt.
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Viterbi-Entscheidung bei nicht—terminierten Faltungscodes (2)

Definition: Der iiberlebende Pfad (englisch: Survivor) @«S,,) ist der durchgehende Pfad vom Start
Sp (beii = 0) zum Knoten S, zum Zeitpunkt 7. Empfehlenswert ist die Pfadsuche in Riickwartsrichtung,

A(S)= 8
Ay(S) =10

A-(S) =10

A5(S)) =

A(8;)=10
0 AL(S5) =10

Ag(Sy) =12
Ag(S)=12
Ag(S)=10
Ag(S)=10

Ay(S) =14

------------------ g 1’1_4(33] =12

i=7 i=8 i=90

Die Grafik zeigt die iiberlebenden Pfade fiir die Zeitpunkte i = 6 bis i = 9. Zusétzlich sind die jeweiligen
Metriken A,(S),) fiir alle vier Zustédnde angegeben.Die Grafik ist wie folgt zu interpretieren:

e Zum Zeitpunkt i = 9 kann noch keine endgiiltige ML—Entscheidung {iber die ersten neun Bit der
Informationssequenz getroffen werden. Allerdings ist bereits sicher, dass die wahrscheinlichste
Bitfolge durch einen der Pfade @g(Sy), ... , Py(S3) richtig wiedergegeben wird.

® Da alle vier Pfade beii = 3 zusammenlaufen, ist die Entscheidung ,v; = 0, v, = 0, v3 = 0” die
bestmdgliche (hellgraue Hinterlegung). Auch zu einem spéteren Zeitpunkt wiirde keine andere
Entscheidung getroffen werden. Hinsichtlich der Bits vy, vs, ... sollte man sich noch nicht festlegen.
e Miisste man zum Zeitpunkt i = 9 eine Zwangsentscheidung treffen, so wiirde man sich fiir @g(S)
= 0=(0,0, ..., 0) entscheiden, da die Metrik A¢(Sy) = 14 groBer ist als die Vergleichsmetriken.
¢ Die Zwangsentscheidung zum Zeitpunkt i = 9 fiihrt in diesem Beispiel zum richtigen Ergebnis. Zum

Zeitpunkt i = 6 wire ein solcher Zwangsentscheid falsch gewesen = v = (0, 0, 0, 1, 0, 1), und zu
den Zeitpunten i = 7 bzw. i = 8 nicht eindeutig.
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Weitere Decodierverfahren fiir Faltungscodes

Wir haben uns bisher in diesem Kapitel nur mit dem Viterbi-Algorithmus beschiftigt, der 1967 von A. J.
Viterbi veroffentlicht wurde. Erst 1974 hat G. D. Forney nachgewiesen, dass dieser Algorithmus eine
Maximum-Likelihood—Decodierung von Faltungscodes durchfiihrt.

Aber schon in den Jahren zuvor waren viele Wissenschaftler sehr bemiiht, effiziente Decodierverfahren
flir die 1955 erstmals von Peter Elias beschriebenen Faltungscodes bereitzustellen. Zu nennen sind hier
unter Anderem — genauere Beschreibungen findet man beispielsweise in [Bos99].

e Sequential Decoding von J. M. Wozencraft und B. Reifen aus dem Jahre 1961,

e der Vorschlag von R. M. Fano (1963), der als Fano—Algorithmus bekannt wurde,

e die Arbeiten von K. Zigangirov (1966) und F. Jelinek (1969), deren Decodierverfahren hiufig als
Stack—Algorithmus bezeichnet wird.

Alle diese Decodierverfahren und auch der Viterbi-Algorithmus in seiner bisher beschriebenen Form
liefern ,hart” entschiedene Ausgangswerte = v; € {0, 1}. Oftmals wéren jedoch Informationen tiber die

Zuverldssigkeit der getroffenen Entscheidungen wiinschenswert, insbesondere dann, wenn ein verkettetes
Codierschema mit einem dufleren und einem inneren Code vorliegt.

Kennt man die Zuverldssigkeit der vom inneren Decoder entschiedenen Bits zumindest grob, so kann
durch diese Information die Bitfehlerwahrscheinlichkeit des dufleren Decoders (signifikant) herabgesetzt
werden. Der von J. Hagenauer in [Hag90] vorgeschlagene Soft—Output—Viterbi-Algorithmus
(SOVA) erlaubt es, zusdtzlich zu den entschiedenen Symbolen auch jeweils ein Zuverlissigkeitsmal3
anzugeben.

AbschlieBend gehen wir noch etwas genauer auf den BCJR-Algorithmus ein, benannt nach dessen
Erfinder L. R. Bahl, J. Cocke, F. Jelinek und J. Raviv [BCJR74]. Wahrend der Viterbi-Algorithmus nur
eine Schitzung der Gesamtsequenz vornimmt = block—wise ML, schitzt der BCJR—Algorithmus ein
einzelnes Symbol (Bit) unter Berticksichtigung der gesamten empfangenen Codesequenz. Es handelt sich
hierbei also um eine symbolweise Maximum—Aposteriori-Decodierung = bit—wise M AP.

Der Unterschied zwischen Viterbi-Algorithmus und BCJR—Algorithmus soll — stark vereinfacht — am
Beispiel eines terminierten Faltungscodes dargestellt werden:

e Der Viterbi-Algorithmus arbeitet das Trellis nur in einer Richtung — der Vorwdrtsrichtung — ab
und berechnet fiir jeden Knoten die Metriken A;(S,). Nach Erreichen des Endknotens wird der

tiberlebende Pfad gesucht, der die wahrscheinlichste Codesequenz kennzeichnet.

e Beim BCJR-Algorithmus wird das Trellis zweimal abgearbeitet, einmal in Vorwirtsrichtung und
anschlieBend in Riickwdrtsrichtung. Fir jeden Knoten sind dann zwei Metriken angebbar, aus
denen fiir jedes Bit die Aposterori-Wahrscheinlichkeit bestimmt werden kann.

Hinweis: Diese Kurzzusammenfassung basiert auf dem Lehrbuch [Bos98]. Eine etwas ausfiihrlichere
Beschreibung des BCJR—Algorithmus' folgt im Kapitel 4.1.
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Buch: Einfithrung in die Kanalcodierung
Kapitel: 3 Faltungscodes und geeignete Decoder

Freie Distanz vs. Minimale Distanz

Eine duferst wichtige KenngroBe hinsichtlich der Fehlerwahrscheinlichkeit eines linearen Blockcodes ist
die minimale Distanz zwischen zwei Codeworten:

dmin(C) = min_ du(z, ') = min wulz).
z'cC zEC

Zax' z#£D

Der zweite Gleichungsteil ergibt sich aus der Tatsache, dass jeder lineare Code auch das Nullwort (0)
beinhaltet. ZweckmifBigerweise setzt man deshalb x' = 0, so dass die Hamming—Distanz dy(x, 0) das

gleiche Ergebnis liefert wie das Hamming—Gewicht wy(x).

Beispiel: Die nachfolgende Tabelle zeigt die 16 Codeworte des (7, 4, 3)-Hamming—Codes.

0000000 1000101 |[1100010
ooololl | |/olollo0| |[loolllo|||1101l001|
0010110 | /o110001| | [1010011|||[1110100|
loolllol||(ol11lol0| | 1011000 1111111

Alle Codeworte auBer dem Nullwort (0) beinhalten mindestens drei Ensen = d,,;;, = 3. Es gibt sieben

Codeworte mit drei Einsen, sieben mit vier Einsen und je eines ohne Einsen bzw. mit sieben Einsen.

Die freie Distanz df eines Faltungscodes (Convolution Code = CC) unterscheidet sich formelméfig

nicht von der minimalen Distanz eines linearen Blockcodes:

dr(CC) = min_ du(z. 2) = min wy(x).
z.x' eCC 1 ECC

z#E L z7+0

In der Literatur wird anstelle von df. teilweise auch d_, verwendet.

e Wesentlicher Unterschied zur minimalen Distanz ist, dass bei Faltungscodes nicht Informations—
und Codeworte zu betrachten sind, sondern Sequenzen mit der Eigenschaft se mi—infinite.

e Jede Codesequenzx beschreibt einen Pfad durch das Trellis. Die freie Distanz ist dabei das
kleinstmdgliche Hamming—Gewicht eines solchen Pfades (mit Ausnahme des Nullpfades).

Die Grafik zeigt drei der unendlich vielen Pfade mit dem minimalen Hamming—-Gewicht wy(x) = dp = 5.
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Pfadgewichtsfunktion (1)

Fir jeden linearen Blockcode Iisst sich wegen der endlichen Anzahl an Codeworten x in einfacher
Weise eine Gewichtsfunktion angeben. Fiir das Beispiel auf der letzten Seite lautet diese:

WX)=1+7- X +7- X'+ X7,
Bei einem (nicht terminierten) Faltungscode kann keine solche Gewichtsfunktion angegegeben werden,
da es unendlich viele, unendlich lange Codesequenzen x gibt, und damit auch unendlich viele Trellispfade.
Um dieses Problem in den Griff z7u bekommen, gehen wir nun von folgenden Voraussetzungen aus:

e Als BezugsgroB3e flir das Trellisdiagramm wihlen wir stets den Pfad der Codesequenz x = 0 und
nennen diesen den Nullpfad ¢,,.

® Desweiteren betrachten wir nur noch solche Pfade ¢; € @, die alle zu einer vorgegebenen Zeit ¢
vom Nullpfad abweichen und irgendwann wieder zu diesem zuriickkehren.

Obwohl nur ein Bruchteil aller Trellispfade zu dieser Menge @ gehdren, beinhaltet @ = {91, 95, @3, ...}
noch immer eine unbegrenzte Menge an Pfaden. ¢ gehort nicht zu dieser Menge.

o
So O

53

Im obigen Trellis sind einige Pfade ¢; € @ eingezeichnet:

e Der gelbe Pfad ¢ gehdrt zur Sequenz x; = (11, 10, 11) mit dem Hamming—-Gewicht wy(x;) = 5.
Damit ist auch das Pfadgewicht w(¢;) = 5. Aufgrund der Festlegung des Abzweigzeitpunktes ¢ hat
nur noch dieser einzige Pfad ¢, die freie Distanz dp = 5 zum Nullpfad = A5 =1.

¢ Fiir die beiden griinen Pfade mit den korrespondierenden Sequenzen x, = (11, 01, 01, 11) bzw.
x3=(11, 10, 00, 10, 11) gilt w(p,) = w(p3) = 6. Kein anderer Pfad weist das Pfadgewicht 6 auf.
Wir berticksichtigen diese Tatsache durch den Koeffizienten Ag = 2.

¢ FEingezeichnet ist auch der graue Pfad ¢4, assoziiert mit der Sequenz x4 = (11, 01, 10, 01, 11) =
w(pg) = 7. Auch die Sequenzen x5 = (11, 01, 01, 00, 10, 11), x¢ = (11, 10, 00, 01, 01, 11) und
x7 = (11, 10, 00, 10, 00, 10, 11) weisen jeweils das gleiche Pfadgewicht 7 auf = A, =4.

Damit lautet die Pfadgewichtsfunktion (englisch: Path Weight Enumerator Function, PWEF):
T(X)=A X"+ 4 - XS4+ A4 XT4+ =X 42 X4 4. X4 .

Die Definition dieser Funktion 7(X) wird auf der ndchsten Seite nachgeliefert.
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Pfadgewichtsfunktion (2)

Definition: Fiir die Pfadgewichtsfunktion (englisch: Path Weight Enumerator Function, PWEF)
eines Faltungscodes gilt:

T(X)=) X"&) =3 A, X"
{,C_r'E‘F‘ w=dp
e & bezeichnet die Menge aller Pfade an, die den Nullpfad ¢, genau zum festgelegten Zeitpunkt ¢

verlassen und (irgendwann) spater zu diesem zuriickkehren.
e Gemidl3 der zweiten Gleichung sind die Summanden nach ihren Pfadgewichten w geordnet,
wobei A, die Anzahl der Pfade mit Pfadgewicht w bezeichnet. Die Summe beginnt mit w = df.

* Das Pfadgewicht w(¢)) ist gleich dem Hamming-Gewicht (also der Anzahl der Einsen) der zum

Pfad ¢; assoziierten Codesequenz x;:

w(p;) = wy {ij} .

Hinweis: Die fir die linearen Blockcodes definierte Gewichtsfunktion W(X) und die hier definierte
Pfadgewichtsfunktion 7(X) weisen viele Gemeinsamkeiten auf; sie sind jedoch nicht identisch.

Betrachten wir nochmals die Gewichtsfunktion
WX)=14+7- X7 +7- X' 4 X7
des (7, 4, 3)-Hamming—Codes und die Pfadgewichtsfunktion
T(X)=X"4+2. X5 +4. XT4+8. X"+ .
unseres Standard—Faltungscodierers, so fillt die ,,1” in der ersten Gleichung auf. Das heift: Bei den
linearen Blockcodes wird das Bezugs—Codewort x; = 0 mitgezdhlt, wohingegen die Nullcodesequenz

x; =0 bzw. der Nullpfad ¢ bei den Faltungscodes ausgeschlossen wird. Nach Ansicht der Autoren

hitte man auch W(X) ohne die ,,1” definieren kdnnen. Damit wire unter anderem vermieden worden,
dass sich die Bhattacharyya—Schranke fiir lineare Blockcodes und fiir Faltungscodes durch ,—17
unterscheiden, wie aus den folgenden Gleichungen hervorgeht:

Bhattacharyya—Schranke fiir die linearen Blockcodes:
Pr(Blockfehler) < W{(X = 3] — 1.

Bhattacharyya—Schranke fiir die Faltungscodes:
Pr(Burstfehler) < T{X = ).

Die Pfadgewichtsfunktion 7(X) liefert nur Informationen hinsichtlich der Gewichte der Codesequenz x.
Mehr Informationen erhdlt man, wenn zusitzlich auch die Gewichte der Informationssequenz u erfasst
werden. Man benétigt dann zwei Formalparameter X und U, wie aus der Definition auf der folgenden
Seite hervorgeht.
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Erweiterte Pfadgewichtsfunktion

Definition: Die erweiterte Pfadgewichtsfunktion (englisch: Enhanced Path Weight Enumerator
Function, EPWEF) lautet:

Tan(X,U) = ) Xy = 33" 4, ,- XU,
e EP woou
Es gelten alle Angaben der Definition von 7(X) auf der letzten Seite. Zusdtzlich ist zu beachten:
® Das Pfadeingangsgewicht u(¢)) ist gleich dem Hamming-Gewicht der zum Pfad ¢; assoziierten
Informationssequenz u;. Es wird als Potenz des Formalparameters U ausgedriickt.
® Der Koeflizient A,, , bezeichnet die Anzahl der Pfade ¢; mit dem Pfadausgangsgewicht w(p))
und dem Pfadeingangsgewicht u(¢;). Als Laufvariable fiir den zweiten Anteil wird u verwendet.

e Setzt man in der erweiterten Pfadgewichtsfunktion den Formalparameter U = 1, so ergibt sich
die urspriingliche Gewichtsfunktion 7(X) gemdf} der Definition auf der letzten Seite.

Bei vielen (und allen relevanten) Faltungscodes ldsst sich obere Gleichung noch vereinfachen:

Ton( X.U) Z A, - Xv.U",

w=dg

Die erweiterte Pfadgewichtsfunktion unseres Standardcodieres lautet somit:
T X.U)=U - X7 42 0% X 4. U7 X7
Vergleicht man dieses Ergebnis mit dem unten dargestellten Trellis, so erkennt man:
e Der gebb hinterlegte Pfad — gekennzeichnet durch X — setzt sich aus einem blauen Pfeil w;=1)

und zwei roten Pfeilen (u; = 0) zusammen. Somit wird aus X > der erweiterte Term UX °.
¢ Die Sequenzen der beiden griinen Pfade sind u, = (1, 1, 0, 0) = x, = (11, 01, 01, 11) sowie
u3=(1,0,1,0,0) = x3=(11, 10, 00, 10, 11). Daraus ergibt sich der zweite Term 2 - U 2X ®.

e Der graue Pfad (und die drei nicht gezeichneten Pfade) ergeben zusammen den Beitrag 4 - U3X 7.
Jeder dieser Pfade beinhaltet drei blaue Pfeile = drei Einsen in jeder Informationssequenz.

S0 O— 0500
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Pfadgewichtsfunktion aus Zustandsiibergangsdiagramm (1)

Es gibt eine elegante Methode, um die Pfadgewichtsfunktion 7(X) und deren Erweiterung direkt aus dem
Zustandsiibergangsdiagramm zu bestimmen. Dies soll hier und auf den folgenden Seiten am Beispiel

unseres Standardcodes demonstriert werden.

Zundchst muss dazu das Zustandsiibergangsdiagramm umgezeichnet werden. Die Grafik zeigt dieses links

in der bisherigen Form als Diagramm (A), wahrend rechts das neue Diagramm (B) angegeben ist.

Diagramm (A)

Man erkennt:;

e Der Zustand S, wird aufgespalten in den Startzustand S und den Endzustand S;y'. Damit lassen

sich alle Pfade des Trellisdiagramms, die im Zustand S, beginnen und irgendwann zu diesem

zuriickkehren, auch im rechten Graphen (B) nachvollziehen. Ausgeschlossen sind dagegen direkte
Uberginge von S nach S’ und damit auch der Nullpfad (Dauer—Sj).

Im Diagramm (A) sind die Ubergiinge anhand der Farben Rot (fiir z; = 0) und Blau (fiir z; = 1)
unterscheidbar, und die Codeworte x; € {00, 01, 10, 11} sind an den Ubergéingen vermerkt. Im

neuen Diagramm (B) werden (00) durch X 0=1 und (11) durch X 2 ausgedriickt. Die Codeworte
(01) und (10) sind nun nicht mehr unterscheidbar, sondern werden einheitlich mit X bezeichnet.

Anders formuliert: Das Codewort x; wird nun als X" dargestellt, wobei X eine dem Ausgang (der
Codesequenz) zugeordnete Dummy—Variable ist und w = wy(x;) das Hamming-Gewicht des
Codewortes x; angibt. Bei einem Rate—1/2—Code ist der Exponent w entweder 0, 1 oder 2.

Ebenfalls verzichtet wird im Diagramm (B) auf die Farbcodierung. Das Informationsbit #; = 1 wird

nun durch U ' = U und das Informationsbit 1; = 0 durch U © = 1 gekennzeichnet. Die Dummy—

Variable U ist also der Eingangssequenz u zugeordnet.

Die Beschreibung wird auf den ndchsten Seiten fortgesetzt.
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Pfadgewichtsfunktion aus Zustandsiibergangsdiagramm (2)

Ziel unserer Berechnungen wird es sein, den (beliebig komplizierten) Weg von S, nach Sy’ durch die
erweiterte Pfadgewichtsfunktion 7, ,,(X, U) zu charakterisieren. Dazu bendtigen wir Regeln, um den

Graphen schrittweise vereinfachen zu kdnnen.

Serielle Uberginge
R AXD) o BED)
Zwei serielle Verbindungen — gekennzeichnet durch A(X, U) i g
und B(X, U) — konnen durch eine einzige Verbindung mit | © 2@
. AXU) -B(X, T)
dem Produkt dieser Bewertungen ersetzt werden.
Parallele Ubergdnge AKD)

Zwei parallele Verbindungen werden durch die Summe ihrer @

Bewertungsfunktionen zusammengefasst.

Ring X, 0)
Die nebenstehende Konstellation kann durch eine einzige AX. D) g :_3 BE.U)
Verbindung ersetzt werden, wobei fiir die Ersetzung gilt:
AX.U)-B(X.U) o *O
M= E(X,
E(X.U) o) o
Riickkopplung CX.U)
Durch die Riickkopplung konnen sich hier zwei Zustinde | AU L) B )
beliebig oft abwechseln. Fiir diese Konstellation gilt: DD
L AX.U)-B(X,U) C(X.U) 0O O
FU) = oo px.o) e

Die hier angegebenen Gleichungen flir Ring und Riickkopplung sind in Aufgabe 73.12 zu beweisen.
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Pfadgewichtsfunktion aus Zustandsiibergangsdiagramm (3)

Die auf der letzten Seite genannten Regeln sollen nun auf unser Standardbeispiel angewendet werden. In
der unteren Grafik sehen Sie links das modifizierte Zustandsiibergangsdiagramm (B).

e Zunichst ersetzen wir den rot hinterlegten Umweg von S nach S, tiber S5 im Diagramm (B) durch

die im Diagramm (C) eingezeichnete rote Verbindung. Es handelt sich nach der Klassifizierung auf
der letzten Seite um einen ,,Ring” mit den BeschriffungenA=C=U-X und B =X, und wir
erhalten die erste Reduktionsfunktion:

U. X?

L&D =1—Fx

e Nun fassen wir die parallelen Verbindungen entsprechend der blauen Hinterlegung im Diagramm
(C) zusammen und ersetzen diese durch die blaue Verbindung im Diagramm (D). Die zweite
Reduktionsfunktion lautet somit:

CUX?+X-(1-UX) X
N 1—-UX C1-UX

T(X.U) = TWX.U) + X

® Der gesamte Graph (D) kann somit durch eine einzige Verbindung von Sy nach Sy ersetzt werden.

Nach der Riickkopplungsregel erhdlt man fiir die erweiterte Pfadgewichtsfunktion:

(UX?) X% == & e

-0 = - UX -UX 1-2.0X

j_;mh [*1{ '['} =

Mit der Reihenentwicklung 1/(1 —x) =1+ x + x% + x> + ... lisst sich hierfiir auch schreiben:

Tean(X.U) =UX"- [142UX + 2UX)* + 2UX)* +...] .

Diagramm (D)

@ Diagramm (B)

Diagramm (C) -
- @ - @ U
= X LUX? 2 1 X
— =
Ux @e
I, B 2013 wovw LNTowew.de

Setzt man die formale Input—Variable U = 1, so erhdlt man die ,einfache” Pfadgewichtsfunktion, die
allein Aussagen iiber die Gewichtsverteilung der Ausgangssequenz x erlaubt:

T(X)=X"- 142X +4X°+8X° +...] .

Das gleiche Ergebnis haben wir bereits aus dem Trellisdiagramm auf Seite 2a abgelesen. Dort gab es
einen grauen Pfad mit Gewicht 5, zwei gelbe Pfade mit Gewicht 6 und vier griine Pfade mit Gewicht 7.
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Burstfehlerwahrscheinlichkeit und Bhattacharyya—Schranke (1)

Das folgende einfache Modell gilt sowohl fiir lineare Blockcodes als auch fiir Faltungscodes.

X ¥
Coder » Kanal

[t

Decoder ——

|

L J

Bei den Blockcodes bezeichnen u = (uy, ..., u;, ..., uy) und v = (vy, ..., V;, ..., V) die Informationsblocke
am Eingang und Ausgang des Systems. Damit kdnnen folgende Beschreibungsgroflen definiert werden:

¢ die Blockfehlerwahrscheinlichkeit Pr(v # u),

¢ die Bitfehlerwahrscheinlichkeit Pr(v; # u;).

Bei realen Ubertragungssystemen ist aufgrund des thermischen Rauschens die Bitfehlerwahrscheinlichkeit
stets groB3er als 0. Weiter gilt:

Pr(Blockfehler) > Pr(Bitfehler) .

Hierfiir ein einfacher Erklarungsversuch: Entscheidet der Decoder in jedem Block der Lange & Bit genau
ein Bit falsch, so betrdgt die Bitfehlerwahrscheinlichkeit = 1/k und die Blockfehlerwahrscheinlichkeit ist 1.
Bei Faltungscodes ist dagegen die Blockfehlerwahrscheinlichkeit nicht angebbar, da hier u = (uy, uy, ...)
und v = (vy, Uy, ...) Sequenzen darstellen. Selbst der kleinstmdgliche Codeparameter k = 1 flihrt hier zur

Sequenzlidnge k' — oo, und die Blockfehlerwahrscheinlichkeit ergdbe sich stets zu 1, selbst wenn die
Bitfehlerwahrscheinlichkeit extrem klein (aber # 0) ist.

0—>g

Deshalb definieren wir bei Faltungscodes stattdessen die Burstfehlerwahrscheinlichkeit:
Pr(Burstfehler) = Pr{Decoder verlisst zur Zeit ¢ den korrekten Pfad}.

Um fiir die folgende Herleitung die Schreibweise zu vereinfachen, gehen wir stets von der Nullsequenz

(0) aus, die im gezeichneten Trellis als Nullpfad ¢ rot dargestellt ist. Alle anderen eingezeichneten Pfade

®1, ¢, @3, ... (und noch viele mehr) verlassen ¢ zur Zeit . Sie alle gehdren zur Pfadmenge @ =

,,Viterbi-Decoder verldsst den korrekten Pfad zur Zeit ¢”, deren Wahrscheinlichkeit auf der nichsten
Seite berechnet werden soll.
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Burstfehlerwahrscheinlichkeit und Bhattacharyya—Schranke (2)

Wir gehen wie in Kapitel 1.6 von der paarweisen Fehlerwahrscheinlichkeit Pr[¢, — ¢;] aus, dass vom
Decoder anstelle des Pfades ¢ der Pfad ¢; ausgewdhlt werden kdnnte. Alle betrachteten Pfade ¢;
haben gemein, dass sie den Nullpfad ¢ zum Zeitpunkt ¢ verlassen; sie gehoren alle zur Pfadmenge &.

A o * 00— @,
X = @;

.S‘l """""""""""""""

B e L T (R

S.s _____ Hamming-Distanz wy(x;)=wig@;) | ____ %~ e

Die gesuchte Burstfehlerwahrscheinlichkeit ist gleich der folgenden Vereinigungsmenge:
Pr(Burstfehler) = Pr ([wo — 1] U [wo — 2] U ...) =Pr(Us,co [wo — wil) .
Eine obere Schranke hierfiir bietet die so genannte Union—Bound entsprechend Kapitel 1.6:

Pr(Burstfehler) < Z Pr [ — ;] = Pr(Union Bound).

wiE P
Die paarweise Fehlerwahrscheinlichkeit kann mit der Bhattacharyya—Schranke abgeschitzt werden:
Pr(0—z] <3 = Prlpo— g < 30
wy(x;) bezeichnet das Hamming—-Gewicht der moglichen Codesequenz x;, w(¢;) das Pfadgewicht des

entsprechenden Pfades ¢; € @ und § den so genannten Bhattacharyya—Kanalparameter.

Durch Summation {iber alle Pfade und einen Vergleich mit der (einfachen) Pfadgewichtsfunktion 7(.X)
erhalten wir das Ergebnis:

Pr(Burstfehler) < T(X = 4). mit T(X)= Z yuled

wed

Beispiel: Fiir unseren Standardcodierer = R=12,m=2,GD)=(1+D + D?, 1 + D) haben wir
folgende Pfadgewichtsfunktion erhalten, siche Theorieteil, Seite 2a:

T(X)=X"+2. X°44. X"+ . =X (1+2. X +4. X+ ).
Mit der Reihenentwicklung 1/(1 —x)=1+x + x2+x3 + ... kann hierfiir auch geschrieben werden:
X7
TX)= ———.
b 1-2.X

Das BSC—Modell liefert mit der Verfilschungswahrscheinlichkeit € folgende Bhattacharyya—Schranke:
2. /e (1—g))f
Pr(Burstfehler) < T(X = 3) =T(X =2. /. (1—-¢)) = ( (

1-4. /e 1—¢)
In Aufgabe A3.14 soll diese Gleichung numerisch ausgewertet werden.
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Bitfehlerwahrscheinlichkeit und Viterbi-Schranke (1)

Abschliefend wird eine obere Schranke filir die Bitfehlerwahrscheinlichkeit angegeben. Entsprechend der
Grafik gehen wir wie [Liv10] von folgenden Gegebenheiten aus:

. % ) s o o i
ot ot et Tt et et
‘\Hﬁ4 = 3013 www LN T de

L >le N >

e Gesendet wurde die Nullsequenzx =0 = Pfad ¢,

¢ Die Dauer einer Pfadabweichung (englisch: Error Burst Duration) wird mit L bezeichnet.
e Den Abstand zweier Bursts (englisch: /nter—Burst Time) nennen wir N.
e Das Hamming-Gewicht des Fehlerbiindels sei H.

Fiir einen Rate—1/n—Faltungscode = k = 1, also einem Informationsbit pro Takt, lisst sich aus den
Erwartungswerten E[L], E[N] und E[H] der oben definierten Zufallsgro3en eine obere Schranke fiir die
Bitfehlerwahrscheinlichkeit angeben:

Rty _ Bl E[H]
Pr(Bitfehler) = B+ BN = BN

Hierbei ist vorausgesetzt, dass die (mittlere) Dauer eines Fehlerbiindels in der Praxis sehr viel kleiner ist
als der zu erwartende Abstand zweier Biindel. Weiter kann gezeigt werden, dass die mittlere /nfer—
Burst Time E[N] gleich dem Kehrwert der Burstfehlerwahrscheinlichkeit ist, wéihrend der
Erwartungswert im Zahler wie folgt abgeschitzt:

1 .
E[H] < Pr(Burstfehler) ZE;} u(ei)

Bei der Herleitung dieser Schranke in [Liv10] werden die paarweise Fehlerwahrscheinlichkeit
Pr{oy —» ¢;] sowie die Bhattacharyya—Abschiitzung verwendet. Damit erhdlt man mit

¢ dem Pfadeingangsgewicht u(¢;),

¢ dem Pfadausgangsgewicht w(¢p;),

¢ dem Bhattacharyya—Parameter f.
die folgende Abschidtzung fiir die Bitfehlerwahrscheinlichkeit:

Pr(Bitfehler) < Z u(y;) - FU
oied

Man nennt diese Abschitzung die Viterbi—Schranke.
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Bitfehlerwahrscheinlichkeit und Viterbi-Schranke (2)
Wir erinnern uns an die erweiterte Pfadgewichtsfunktion

E\ul:[}f. '['jl = Z dli-".!r'(;.__:':. . E-”'II:'-'-:} .
g F

Leitet man diese Funktion nach der Dummy—Eingangsvariablen U ab, so erhdlt man

d

M) = F wiizi) | yruleih-1
E E\Lml:[}{. '[} = Z ”lz‘l""_.'} Yl {rul |

£iE i

Schlief3lich setzen wir noch flir die Dummy—Eingangsvariablen U = 1:

|: d E*ul:[}{- ’['}:| = Z ”[‘r*’ﬂ_.l'} \ };_’4-"';;-_,:’!-.

fl:_-' r=] F'E':Ih'

Man erkennt den Zusammenhang zum Ergebnis der letzten Seite.

Zusammenfassung: Die Bitfehlerwahrscheinlichkeit eines Faltungscodes kann mit der erweiterten
Pfadgewichtsfunktion in geschlossener Form abgeschitzt werden:

d

Pr(Bitfehler) < Pr(Viterbi) — [E -re,,h(x?u)} o

r=1

Man spricht von der Viterbi—Schranke. Dabei leitet man die erweiterte Pfadgewichtsfunktion nach
dem zweiten Parameter U ab und setzt dann X = und U = 1.

b
In Aufgabe A3.14 werden 10
e die Viterbi-Schranke und L e e s
¢ die Bhattacharyya—Schranke 5 ¢ é ) é‘ e
= o~ | . e - -
fiir unseren Rate—1/2—Standardcode sowie E x © o | TR P.{lfc?dlert
das BSC-Modell numerisch ausgewertet. | = 10— S - 5 SR
b= X -
= | | | P o |
® Die roten Kreise kennzeichnen die | — 107 f---- t=---- " TRV
Bitfehlerrate fiir den gleichen Code ) | | | * o
. L . A S W
(m = 2) beim AWGN-Kanal. | : | e | o
o o 10-¢ S L2
¢ Die griinen Kreuze markieren einen 0 1 2 3 4 5 6 7dB
Faltungscode mitm = 6, den man | 5 ¢adiichtnis m =2 10 -1z (Eg/Ny) ——»
oft Industriestandardcode nennt. | x Gedichtnis m=6

Die Grafik verdeutlicht die gute Korrekturfihigkeit der Faltungscodes. Insbesondere Codes mit groem
Gedichtnis m fiihren zu groBen Gewinnen gegeniiber uncodierter Ubertragung (gestrichelte Kurve).
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