Buch: Einfiithrung in die Kanalcodierung Lerntutorial LNTwww (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 1 Binére Blockcodes mr Kanalcodierung Abschnitt: 1.1 Zielsetmng der Kanalcodierung

Musterlosung zur Aufgabe Al.1

a) Allein durch Abzihlen der ISBN—Ziffern erkennt man, dass Antwort 2 richtig ist. Die gewichtete
Summe {iber alle Ziffern ergibt ein Vielfaches von 10:

13

E - (i+1) i 2
2z - i mod 2 _

i=1

= (94+84+8+T+74+6+8) - 1+(T+3+2434+0+4).3=110
= S mod 10 =0.

S

b) Die Antwort ist Nein. Mit einer einzigen Priifziffer ldsst sich nur eine Ausléschung rekonstruieren.

c¢) Eine Ziffer kann rekonstruiert werden = Ja. Fiir die Ziffer zg muss gelten:
[(O+8+4+434+404+142) - 14(7T4+3+5+25+7+5) -3 mod 10 =0
= [1084 3z mod 10 =0 = 2z =4.

d) Durch die Modulo—11-Operation kann z;( die Werte O, 1, ..., 10 annehmen = M = 11. Da ,,10”
keine Ziffer ist, behilft man sich mit z;; = ,,X”. Dies entspricht der rémischen Darstellung der Zahl ,,10”.

e) Die Priifbedingung lautet:

10
S = (Z :'-::,) mod 11 = 0.
i=1

Die gegebene ISBN erfiillt diese Bedingung;

3.1 4+8. 242347 44+3.54+7-640-T+6-84+4-94+7.10= 264
= S =204 mod 11 =0.

Richtig ist die Aussage 2, da sich die Priifsumme S = 0 auch bei mehr als einem Fehler ergeben konnte.
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Buch: Einfithrung in die Kanalcodierung Lemtutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 1 Binédre Blockcodes mr Kanalcodierung Abschnitt: 1.1 Zielsetmng der Kanalcodierung

Musterlosung zur Aufgabe A1.2

a) Der Codeumfang ist hier zu |C| = 4 gegeben. Allgemein gilt |C| = 2K, Daraus folgt k= 2.

b) Jedes Codewort x ist eineindeutig einem Informationsblock u zugeordnet. Durch Verfialschungen
einzelner der insgesamt n Bit eines Codewortes x ergeben sich die Empfangsworte y. Aus der Anzahl

(16 = 24) der moglichen Empfangsworte folgt n = 4.
¢) Die Coderate ist per Definition R = k/n. Mit den obigen Ergebnissen erhdlt man R = 1/2.

d) Richtig ist Ja. Ein systematischer Code zeichnet sich dadurch aus, dass jeweils die ersten k Bit der
Codeworte identisch sind mit dem Informationsblock.

e) Das Hamming—-Gewicht eines bindren Codes ist gleich der algebraischen Summe x; +x, + ... +x,,
tiber alle Codewortelemente. Damit gilt:
wilzy) =0, wnlzy) =2, wulz,) =2, walz;) =4.
f) Die Hamming—Distanz zwischen zwei Codeworten kann hier nur die Werte 2 und 4 annehmen:
dulay. 2;) =2, dulay. xp) =2, dulzy. z;) =4
dulzy, z,) =4, dulz,, ;) =2, dulz,, z;) = 2.

g) Aus dem Ergebnis der Teilaufgabe f) folgt d,,;,,(C) = 2. Allgemein gilt fiir diese GroRe:

in(C) = min_ dylz, 2').

eC
z#Ex
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Buch: Einfiihrung in die Kanalcodierung Lemtutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 1 Binédre Blockcodes mr Kanalcodierung Abschnitt: 1.1 Zielsetmng der Kanalcodierung

Musterlosung zur Zusatzaufgabe 71.2

a) Richtig sind die Aussagen 1 und 3: £ = 3 Informationsbits werden bei dieser Belegung aufn = 3
Codebits abgebildet = R = k/n = 1. Die Aussage x = u wiirde nur bei systematischer Codierung gelten.
Prinzipiell moglich wéire zum Beispiel auch (0, 0, 0) - (0, 1, 1). Die letzte Aussage ist mit Sicherheit
falsch: Aus der Grafik erkennt man die Minimaldistanz d,;, = 1.

b) C; und C; beschreiben tatsdchlich Codes mit der Rate R = 2/3 [ 'x,

und der Minimaldistanz d,;;, =2 = Antwort 1 und 2. O ----------- [ (a4,1,1)

In nebenstehender Grafik markieren die griinen Punkte den Code C;

und die blauen Punkte den Code C,. Beim angegebenen Code C5 — (1,1,0)
ebenfalls mit Rate R = 2/3 — ist die minimale Distanz zwischen zwei »x1
(1,0,0)

Codeworten d,,;; = 1, zum Beispiel zwischen (0, 0, 0) und (1, 0, 0)

oder auch zwischen (0, 1, 1) und (1, 1, 1).

¢) Mit der Minimaldistanz d,;, = 2 kann lediglich ein Bitfehler erkannt werden. In der oberen Grafik
kennzeichnen die griinen Punkte zuldssige Codeworte von Cy. Wird ein blauer Punkt empfangen, so
weist dies auf einen Ubertragungsfehler hin. Eine Fehlerkorrektur ist mit d,;, = 2 dagegen nicht mdglich
= Antwort 1. Hinweis: Der Code C; entspricht dem Single Parity—check Code (3, 2, 2).

d) C4 beschreibt den (3, 1, 3)-Wiederholungscode. Bei diesem x5

Code sind zwar zwei der insgesamt acht moglichen Punkte belegt, ,?_(l_] T [ AL
woraus man filschlicherweise auf die Coderate R = 1/4 schlieBen S S
konnte. Die Coderate berechnet sich aber gemil3 R = k/n = 1/3. A S cft |

(0,0.1) . r(1,0;1)
Aus der unteren Grafik erkennt man, dass wegen d,;, = 3 nun auch i i E
ein Bitfehler korrigiert werden kann. Bei der Decodierung werden I Eﬁ,'l','uj";r"}é (1,1,0)

alle hellgrimen Punkte (mit schwarzer Umrahmung) in den griinen
Punkt (0, 0, 0) tiberfiihrt und alle hellblauen in den blauen Punkt
(1, 1, 1). Gleichzeitig konnen bis zu zwei Bitfehler erkannt werden
(einer natiirlich auch) = Richtig sind die Antworten 2, 3 und 4.
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Buch: Einfithrung in die Kanalcodierung Lemtutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 1 Binédre Blockcodes mr Kanalcodierung Abschnitt: 1.2 Kanalmodelle und Entscheiderstrukturen

Musterlosung zur Aufgabe A1.3
a) Richtig ist die Antwort 1. Das BSC—Modell basiert auf einer einzigen Entscheiderschwelle. Wegen
der Eigenschaft Symmetric liegt diese bei G = 0.

b) Die Wahrscheinlickeit, dass eine Gaullsche Zufallsgro3e mit Streuung o grofer ist als 1 oder kleiner
ist als —1, ergibt sich gemif3 der Angabe zu € = Q(1/0). Mit o = 0.4 folgt daraus ¢ = Q(2.5) = 0.62 %.

¢) Richtig ist hier die Antwort 2. Beim BSEC—Modell gibt es drei Entscheidungsgebiete: je eines fiir die
Symbole 0 und 1 und ein weiteres flir Erasure (E: keine Entscheidung moglich). Dazu ben6tigt man zwei
Schwellen, die symmetrisch um 0 liegen miissen. Wenn dem nicht so wire, ergaben sich unterschiedliche
Ergebnisse flir die Symbole 0 und 1.

d) Es gelte y5 =X + n. Eine falsche Entscheidung ergibt sich in diesem Fall fiir den Rauschterm

e n>+12, falsx=-1 = x=1,

e n<-12, falsx=+1 = x=0.
In beiden Féllen erhilt man fiir die Verfalschungswahrscheinlichkeit ¢ = Q(1.2/0.4) = Q(3) =0.14 %.
Ein Erasure (keine Entscheidung) ergibt sich fiir —0.2 < y, < +0.2. Ausgehend von x = —1 gilt somit:

A=Pr(08<n<12)=Pr(n>08) —Prin >12) =
= Q(2) —Q3) =2.28% —0.14% =214 %.

e) Hier ist ebenfalls die Antwort 2 richtig. Auch beim BEC—Modell gibt es zwei um 0 symmetrische
Schwellen. Der Unterschied z7um BSEC—Modell ist, dass sich die Verfilschungswahrscheinlichkeit ¢ = 0
(genauer gesagt: € < 0.5 - 1074 ergibt, entweder, weil

e der Sicherheitsbereich (+=G) grof3er gewahlt ist als beim BSEC—Modell, oder
e das AWGN-Rauschen eine kleinere Streuung o aufweist.

f) Indiesem Fallist die Verfilschungswahrscheinlichkeit vernachlissigbar:

£ = Q(l.ﬁl,.-"l'.]'.ﬂ =Q(4) =032.107" =0,
Das heif3t: Man kann hier tatsdchlich vom BEC—Modell ausgehen. Fiir die Erasure—Wahrscheinlichkeit
gilt dabei:

A= Pr(04 <n<16)=Pr(n>04) —Prin >1.6) =
— Q1) — Q) = Q1) = 15.87%.
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Buch: Einfithrung in die Kanalcodierung Lemtutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 1 Binédre Blockcodes mr Kanalcodierung Abschnitt: 1.2 Kanalmodelle und Entscheiderstrukturen

Musterlosung zur Aufgabe Al.4

a) Die Hamming-Distanzen zwischen dem spezifischen Empfangswort y = (1, 0, 0, 0, 1) und den vier
mdglichen Codeworten x; ergeben sich wie folgt:

duly. zy) =2, duly. ;) =4. duly. z,) =1. duly. z3) = 3.

Entschieden wird sich fiir die Folge mit der geringsten Hamming—Distanz = Antwort 3.
b) Firy=(0, 0,0, 1, 0) sind Antwort 1 und Antwort 2 richtig, wie die folgende Rechnung zeigt:

duly. zp) = 1. duly. zy) = 1. duly. z,) =4. duly. z3) = 4.

c¢) Entsprechend der Hamming-Distanz wire eine Entscheidung zugunsten von x, genau so moglich wie

fiir x3, wenn der Vektor y = (1, 0, 1, 1, 1) empfangen wird:

duly. zp) =4, duly. ;) =4, duly. z,) =1. duly. z3) = 1.
Der Empfangsvektor y unterscheidet sich von x, beziiglich des vierten Bits und von x5 im zweiten Bit. Da
das vierte Bit unsicherer ist als das zweite, wird er sich fiir x, entscheiden = Antwort 3.

d) Da es sich hier um einen systematischen Code handel, ist die Entscheidung firz = (1, 0, 1, 0, 1)
gleichbedeutend mit der Entscheidung v; = 1, v, = 0. Es ist nicht sicher, dass u = (1, 0) tatsdchlich

gesendet wurde, aber die Wahrscheinlichkeit ist angesichts des Empfangsvektors y = (1, 0, 1, 1, 1)
hierfiir am groSten.
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Buch: Einfithrung in die Kanalcodierung Lemtutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 1 Binédre Blockcodes mr Kanalcodierung Abschnitt: 1.3 Beispiele binérer Blockcodes

Musterlosung zur Aufgabe A1.5

a) Das Priithit p wird beim Single Parity—check Code so bestimmt, dass die Summe aller Einsen im
Codewort x = (uy, Uy, ... , Uy, p) geradzahlig ist. Beispielsweise erhdlt man:

iy, = (0L0.0.0) = x,=(0.0.0.0.0) = p=0.
w, = (0.1.0.0) = x,=(0.1.0.0.1) = p=1.
wy = (1,1,0,1) = z;=(1,1.0,1,1) = p=1

b) Aufgrund der Tatsache, dass die Anzahl der Einsen geradzahlig sein muss, ist das ausgeldschte Priifbit
p = 0. Gesendet wurde also u, = Antwort 1.

¢) Nach gleichen Uberlegungen wie in der letzten Teilaufgabe kommt man fir y = (0, E, 0, 0, 1) zum
Ergebnis x =x4,=(0, 1,0, 0, 1) = uy = (0, 1, 0, 0) = Antwort 2.

d) Das Ereignis ,,y =x” tritt nur dann auf, wenn durch den BEC—Kanal keines der n = 5 Codebits
ausgeloscht wird:

Priy=z)=(1—-X) =0.9" =0.501.
e) Das Ereignis ,,v = u” tritt dann auf, wenn alle Codebits richtig iibertragen werden = Pr(y = x), aber

auch dann, wenn nur ein Codebit ausgeloscht wird. Entsprechend der Binominalverteilung gibt es hierfiir
5 Moglichkeiten:

Priu=u) = Priy=z)+5-(1-A)"- A=
— 0.591 +5-0.656*.0.1 = 0.919.

f) Aufgrund des BEC—Modells ist die Verfilschung eines Codewortes x per se ausgeschlossen, da
keines der Bit von 0 — 1 bzw. von 1 — 0 verfilscht werden kann. Vielmehr gilt:

Priv=u)+Pr(t=E)=1 = Prlu=E)=1—-Pr(p =u) =0.081.
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Buch: Einfithrung in die Kanalcodierung Lemtutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 1 Binédre Blockcodes mr Kanalcodierung Abschnitt: 1.3 Beispiele binérer Blockcodes

Musterlosung zur Zusatzaufgabe Z1.5

a) Der Codeumfang gibt die Anzahl der méglichen Codeworte an. Es gilt |C| = 2K so dass es beim hier
betrachteten Single Parity—check Code 16 Codeworte gibt (k = 4) und beim Wiederholungscode nur
zwei Codeworte (k= 1).

b) Beijedem Single Parity—check Code ist die Anzahl der Einsen geradzahlig = Antwort 1 und 3.

¢) Bei einem jeden Wiederholungscode gibt es (unabhidngig von 1) nur zwei Codeworte, die beide hier
angegeben sind = Antwort 1 und 4.

d) Aufgrund von Bitfehlern kann es flir den Empfangsvektor v stets N = 2" = 32 unterschiedliche
Bitkombinationen geben, die alle in die ML—Entscheidung einbezogen werden miissen. Dies gilt sowohl
fiir den SPC (5, 4) als auch fiir den RC (5, 1).

e) Beim SPC (5, 4) betrdgt die Hamming—Distanz zwischen zwei beliebigen Codeworten mindestens
din = 2. Dagegen sind beim RC (5, 1) alle Bit der beiden Codeworte unterschiedlich = d,;, = 5.

f) Eine Fehlererkennung ist moglich, so lange nicht mehr als e = d,;, — 1 Bitfehler in einem Codewort
auftreten. Mit dem Ergebnis aus e) erhdlt man ¢ = 1 (SPC) bzw. e =4 (RC).

g) Allgemein gilt flir die Anzahl der korrigierbaren Fehler:

I-rfmiu — ]-
— {TJ |

Bei jedem Single Parity—check Code ist (dyy, — 1)/2 = 0.5 = t = 0. Dagegen konnen mit dem

RC (5, 1) = d,y, =5 bis zu £ = 2 Fehler korrigiert werden.
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Buch: Einfithrung in die Kanalcodierung Lemtutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 1 Binédre Blockcodes mr Kanalcodierung Abschnitt: 1.3 Beispiele binérer Blockcodes

Musterlosung zur Aufgabe A1.6

a) Die Codetabelle hat 16 Eintrdge: |C| = 16. Aus der Gleichung |C| = 2k folgt damit £ = 4. Die Linge
eines jeden Codewortes ist 7 = 7. Damit ist die Coderate R =4/7 = 0.571.

b) Jedes Codewort x beinhaltet zunichst die k = 4 Bit des Informationswortes u. Danach folgen m = 3
Priifbits:

I = |:.I‘] , JL2,X3, L4, 25,5, .I'F} = |:|!4'] gL Uy, Uy, P pg.p:;} .
Dies entspricht genau der Definition eines systematischen Codes = JA.
¢) Bei jedem Hamming—Code betrédgt die minimale Distanz d,;, = 3. Aus der Tabelle erkennt man dies
daran, dass das minimale Hamming—Gewicht (die Anzahl der Einsen in einem Codewort) gleich 3 ist.
Ein linearer Code beinhaltet ndmlich auch das Nullwort, so dass gilt:

Aminl(C) = min _ dp(z. ') = min wy(zx) =3.
zeC

fec
#ax'

d) Die Angabe d,;, = 3 bedeutet, dass e = 2 Fehler erkannt und £ = 1 Fehler korrigiert werden konnen.
e) Die Bedingung fiir einen perfekten Code lautet entsprechend der Angabe:
t /
n
om _ Z ( ) .
F=0 f' ’

Beim hier betrachteten (7, 4)-Hamming—Code gilt n =7, m = 3 und ¢ = 1, so dass sich auf beiden Seiten
der Gleichung der Wert 8 ergibt = JA:

—_

2 _ 8. Z(;) =(D+G)=1+?=a.

f=0
f) Richtig sind nur die beiden letzten Aussagen. Gédbe es einen Kanalcode, der fiir alle Kandle die

Blockfehlerwahrscheinlichkeit bei endlicher Codewortlinge n zu Null macht, so wire dieser nicht nur
perfekt, sondern ein Wunder. Aufgrund des Kanalcodierungstheorems ist aber Pr(Blockfehler) = 0 bei
endlichem 7 gar nicht moglich.

GF(2™)

Veranschaulichen wir uns die Aussage 2 durch die obige Grafik. Der hochdimensionale Raum ist hierbei
stark vereinfacht (in 2D) dargestellt. Wir gehen dabei von den Zahlenwerten k =4, n =7, m=3,¢t=1
des (7, 4, 3)-Hamming—Codes aus:

e Firr das Empfangswort sind 27 = 128 Punkte im 7—dimensionalen Raum méglich. Die roten
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Punkte markieren die 24 = 16 giiltigen Codeworte.
¢ Die Kreise umfassen jeweils 8 Punkte, ndmlich ein giiltiges Codewort und n = 7 Empfangsworte
nach nur einem Fehler, die man bei der Decodierung genau diesem Codewort zuordnet.
e Insgesamt gibt es 2% = 16 solcher Kreise. Wegen 128 = 16 - 8 liegt deshalb kein einziges
Empfangswort y auBerhalb eines solchen Zuordnungskreises.
Auch die letzte Aussage ist zutreffend, was beispielhaft fiir d,,;,, = 4 gezeigt werden soll. Hiermit kann
ebenfalls nur # = 1 Fehler korrigiert werden. Unterscheidet sich ein Empfangswort y von zuldssigen
Codeworten in 2 Bit, so ist dieser Punkt keinem Kreis zuzuordnen. Es liegen dann auch Punkte
auBBerhalb der Kreise und die Bedingung eines perfekten Codes ist nicht mehr erfiillt.
g) Richtig sind die Aussagen 1, 2, 3 und 5. Alle Hamming—Codes haben die minimale Hamming—Distanz
dyin = 3 =t = 1. Gleichzeitig Iisst sich jeder (n, k)-Hamming-Code auch als 2" — 1, 2" — 1 —m)
Code schreiben, wobeim =n —k die Anzahl der Priifbits angibt. Damit wird die Gleichung eines
perfekten Codes stets erfiillt:

1
z G) =14n=2".

F=0
Hierbei bedeuten:
m=2: (3, 1) -Hamming—Code, identisch mit dem Repetition Code (3, 1),
m=3: (7, 4)-Hamming—Code,
=4: (15, 11)-Hamming—Code,
5: (31, 26)-Hamming—Code,
m=6: (63, 57)-Hamming—Code.

Auch der Wiederholungscode mit = 5 erfiillt die Bedingung. Mit d, i, = 5, t = 2 und m = 4 erhélt man:

ZG) —14+5410=16=2",

f=0

Die anderen Wiederholungscodes (RC) mit ungeradem 7 sind ebenfalls perfekt, nicht jedoch RC (4, 1),
RC (6, 1), usw. Dies wurde bereits in der Musterlosung zur Teilaufgabe f) begriindet.
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Buch: Einfiihrung in die Kanalcodierung Lemtutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 1 Binédre Blockcodes mr Kanalcodierung Abschnitt: 1.4 Allgemeine Beschreibung linearer Blockcodes

Musterlosung zur Aufgabe A1.7

a) Die Anzahl der Spalten der Priifmatrix H ist gleich der Codelinge n = 7. Die Zeilenzahl ist gleich der
Anzahl der Priifgleichungen, im vorliegenden Fall gilt m =3 =n — k.

b) Ein Vergleich mit der Grafik auf der Angabenseite zeigt, dass alle Aussagen zutreffen. Mit
T = (T1.T2. T3. T4, T5, 6. T7) = (U1, Uz, U3, Us. P1. P2.P3)

ergeben sich folgende Priifgleichungen:

vy Bra By B s = 0 (roter Kreis),

Ty Py Bayg By = 0 (griiner Kreis).

Ty BryE oy G rr = 0 (blauer Krvis} .
Damit erhdlt man fiir die Priifmatrix:

1101 100
H=|0111010
101 1001

Die Angabe von H ist nicht eindeutig. Wiirde man die Reihenfolge der Priifgleichungen vertauschen, so
ergdbe sich beispielsweise eine zweite, ebenfalls richtige Priifmatrix:

101 1001
H=]1101100
0111010

¢) Richtig ist die Aussage 2. Bei einem systematischen Code Iisst sich die Priifmatrix in folgender Form

darstellen:
H=(P' L,).
Im vorliegenden Beispiel gilt mit m = 3:
- 1 101 1 00
P'=f0111]. ILt=|010
1 011 001

d) Allgemein lautet der Zusammenhang zwischen der m>n—Priifmatrix und der kxn—Generatormatrix:
H-G'=0,

Die Matrix 0 ist nur mit Nullen belegt und hat m Zeilen und & Spalten.

Bei einem systematischen Code — wie hier — besteht folgender Zusammenhang:
H= (P I.) &« G=(I;P).

Im vorliegenden Fall erhdlt man:

1000 101 1000101
0100 110 0100110
L=loo 10l P=lo11] = S=loo10011
0001 11 0001111
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Richtig sind demnach die Aussagen 1 und 3.

e) Die anzuwendende Gleichung lautet:

Iy = Uy G=
1 0
0 1
0 0

0 0

—(1011).

(
()
1
()

0
0
0
1

0 1
1 10
11
11

=(1L 01100 1),

Ein Vergleich mit der Tabelle von Aufgabe A1.6 zeigt die Richtigkeit dieser Berechnung = Antwort 3.
Die Antwort 1 kann schon deshalb nicht richtig sein, weil das keiner systematischen Codierung
entspricht. Und schlieBSlich: (1, 0, 1, 1, 0, 0, 0) gemiB Vorschlag 2 ist kein giiltiges Codewort. Hiermit
wird die in der Grafik auf der Angabenseite blau markierte Priifgleichung nicht erfiillkt.
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Buch: Einfiihrung in die Kanalcodierung Lemtutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 1 Binére Blockcodes mr Kanalcodierung Abschnitt: 1.4 Allgemeine Beschreibung linearer Blockcodes

Musterlosung zur Aufgabe 71.7

a) Richtig sind die Aussagen 1 und 2. Deshalb gibt es auch ,4 iiber 2” = 6 Codeworte. Die letzte
Aussage ist falsch. Ist zum Beispiel das erste Bit eine ,,0”, so gibt es ein Codewort mit dem Beginn ,,00”

und zwei Codeworte, die mit ,,01” beginnen.

b) Richtig sind hier die Aussagen 1 bis 4. Alle Codes, die durch eine Generatormatrix G und/oder eine
Priifmatrix H beschrieben werden konnen, sind linear. Dagegen erfiillt Code 5 keine der fiir lineare
Codes erforderlichen Bedingungen. Beispielsweise

e fehlt das Nullwort,

e ist der Codeumfang |C| keine Zweierpotenz,

e ergbt(0,1,0,1) ® (1,0, 1,0)=(1, 1, 1, 1) kein giiltiges Codewort.
¢) Bei einem systematischen Code miissen stets die ersten k Bit eines jeden Codewortes x gleich dem
Codewort u sein. Dies wird erreicht, wenn der Beginn der Generatormatrix G eine Einheitsmatrix I

darstellt. Dies trifft flir Code 1 (mit Dimension k = 3), Code 2 (mit k = 1) und Code 3 (mit k = 2) zu
= die Aussagen 1 bis 3 sind richtig. Die Generatormatrix von Code 2 ist allerdings nicht explizit

angegeben. Sie lautet:

G = (1 11 1).
d) Von dualen Codes spricht man, wenn die Priifmatrix H des einen Codes gleich der Generatormatrix
G des anderen Codes ist. Dies trifft z7um Beispiel fiir Code 1 und Code 2 zu. Fiir den SPC (4, 3) gilt:

1001
H=(1111. G=({0101
0011

und fiir den Wiederholungscode RC (4, 1):

1001
G=(1111). H={0 1 0 1
0011

Das heif3t: Die Aussage 1 trifft zu. Aussage 2 ist mit Sicherheit falsch, schon aus Dimensionsgriinden: Die
Generatormatrix G von Code 3 ist eine 2x4—Matrix und die Priifmatrix H von Code 2 eine 3x4—Matrix.

Code 3 und Code 4 erfiillen ebenfalls nicht die Bedingungen dualer Codes. Die Priifgleichungen von
Code 3 = {(0,0,0,0), (0,1,1,0), (1,0,0,1), (1,1, 1,1)}

lauten:

P o (1 001
rEry=0. mFr=0 = H_([} |1 []')'

Dagegen ist die Generatormatrix von Code 4 wie folgt gegeben:

1100
G:b[}lﬂ'
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Buch: Einfithrung in die Kanalcodierung Lemtutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 1 Bindre Blockcodes mr Kanalcodierung Abschnitt: 1.4 Allgemeine Beschreibung linearer Blockcodes

Musterlosung zur Aufgabe A1.8

a) Der vorgegebene Code C wird durch folgende Kenngro3en charakterisiert:

e Bitanzahl der Codeworte: n = 6,

e Bitanzahl der Informationsworte: k = 3,

e Anzahl der Codeworte (Codeumfang): |C| = 2k = IC|=8,
e Coderate:R=k/n=3/6 = R=1/2,

¢ Anzahl der Priifbitgleichungen: m =n — k=3,

¢ minimale Hamming-Distanz (siche Tabelle): d,;;, = 3.

b) Nach der Singleton—Schranke gilt d,,;, <n—k + 1. Mit n = 6 und k = 3 erhélt man hierfiir d;, < 4.

Es kann also durchaus ein (6, 3)-Blockcode mit gréf3erer Minimaldistanz konstruiert werden = JA.
Wie ein solcher Code aussieht, wurde freundlicherweise nicht gefragt.

Die Minimaldistanz aller Hamming—Codes ist d,;;; = 3, und nur der Sonderfall mitnz = 3 und k = 1

erreicht den Grenzwert. Dagegen erreichen das Maximum entsprechend der Singleton—Schranke:

¢ alle Wiederholungscodes (Repetition Codes, RC) wegenk = 1 und d,;,, = n; hierzu gehort
auch der (3, 1)-Hamming—Code, der ja bekannterweise identisch ist mit RC (3, 1),

¢ alle Single Parity—check Codes (SPC): k=n—1, d;, = 2.

¢) Vertauscht man Zeilen in der Generatormatrix G, so kommt man zu einem identischen Code C'. Das
heifit: Die Codes C und C ' beinhalten die genau gleichen Codeworte. Beispielsweise erhdlt man nach
zyklischem Zeilentausch2 - 1,3 - 2und 1 - 3 die neue Matrix

100110
G=]011110
001011

Die erste und die letzte Zeile der neuen Matrix entsprechen schon den Vorgaben eines systematischen
Codes, ndmlich, dass deren Generatormatrix Gy mit einer Diagonalmatrix beginnen muss. Ersetzt man
die Zeile 2 durch die Modulo—2—Summe von Zeile 2 und 3, so erhdlt man:

1 00110
G.={0 1 01 01
001011

Auch dieser systematische Code beinhaltet genau die gleichen Codeworte wie die Codes C und C''.
Richtig sind die Losungsvorschldge 2 und 3.

d) Wendet man die Gleichung Xy =u - Ggy auf die obigen Beispiele an, so erkennt man, dass die

beiden ersten Aussagen richtig sind, nicht aber die letzte.

Ohne Rechnung kommt man zum gleichen Ergebnis, wenn man berticksichtigt, dass

e das systematische Codewort Xsys mit # beginnen muss,
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® der Code Cgy;

Firu = (0, 1, 0) lautet somit das Codewort (0, 1, 0

die gleichen Codeworte beinhaltet wie der vorgegebene Code C.

?, ?, ?). Ein Vergleich mit der Codetabelle von C

3 b b

auf der Angabenseite fiihrt zum Ergebnis Xsys = 0,1,0,1,0,1).

e) Bei systematischer Codierung besteht folgender Zusammenhang zwischen Generator— und Priifmatrix:

G=(.:P) & H=(P";L,).
Angewendet auf das aktuelle Beispiel erhdlt man so:
1 o001 10

G,.=|010101| = H,

g —

001011

Daraus ergeben sich Priifgleichungen (siehe Grafik):

g BugEpr =0 = pr=u Eus.
tiq & tig & P2 = 0 = Pa = iy E iy .
e Uz 3 = 0 = P3 = ua &g,

= Richtig ist nur die Aussage 1. Die Angaben fiir p, und p5 sind dagegen

genau vertauscht.

1101 00
1 01010
01 1 0 01

v
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Buch: Einfithrung in die Kanalcodierung Lemtutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 1 Binédre Blockcodes mr Kanalcodierung Abschnitt: 1.4 Allgemeine Beschreibung linearer Blockcodes

Musterlosung zur Zusatzaufgabe 71.8
a) Fiir einen systematischen (6, 3)-Blockcode muss gelten
£ = (-1‘1 Iz, 3,04, 05, -r‘n} = |:H1 Uz Uz, L P 1ih‘:i}'-

Diese Bedingung erfiillen die Codes A, C und D = Antwort 1, 2, 4.

b) Nur Code A und Code B sind identische Codes = Antwort 1. Sie beinhalten genau die gleichen
Codeworte und unterscheiden sich nur durch andere Zuordnungenu — x. Wie in der Musterlosung zur
Aufgabe A1.8c angegeben, gelangt man von der Generatormatrix Gg zur Generatormatrix G, allein

durch Vertauschen/Permutieren von Zeilen oder durch Ersetzen einer Zeile durch die Linearkombination
zwischen dieser Zeile und einer anderen.

¢) Code A und Code B sind mehr als dquivalent, namlich identisch. Code C und D unterscheiden sich
zum Beispiel auch durch die minimale Hamming-Distanz d;;, = 3 bzw. d,;, = 2 und sind somit auch

nicht dquivalent.

Richtig ist somit allein Antwort 2. Code B und Code C haben gleiche Eigenschaften, beispielsweise gilt
fir beide d,;, = 3. Sie beinhalten aber andere Codeworte.

d) Richtig ist Antwort 3:
¢ Die letzte Spalte von Gy ergibt die erste Spalte von G¢.
¢ Die erste Spalte von Gp ergibt die zweite Spalte von G.
® Die zweite Spalte von Gg ergbt die dritte Spalte von G, usw.

e) Die Bedingung H - GT = 0 gilt fiir alle linearen Codes = Alle Aussagen treffen zu.
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Buch: Einfithrung in die Kanalcodierung Lemtutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 1 Binédre Blockcodes mr Kanalcodierung Abschnitt: 1.4 Allgemeine Beschreibung linearer Blockcodes

Musterlosung zur Aufgabe A1.9

a) Die entsprechende Gleichung fiir die Coderate lautet in beiden Fillen R = k/n:
o Ci:n=7,k=4=R=4/7=0.571,
e C,:n=8,k=4=R=4/8=0.5.

b) Die minimale Distanz des (7, 4, 3)-Hamming-Codes C; betrdgt d,;;, = 3, was allein schon aus der

Namensgebung ablesbar ist. Aus der Tabelle auf der Angabenseite ist ersichtlich, dass fir den
erweiterten Hamming-Code d;, =4 gilt. C, bezeichnet man deshalb in der Literatur auch als einen

(8, 4, 4)-Blockcode.
¢) Die Priifmatrix H besteht im Allgemeinen aus n Spalten und m =n — k Zeilen, wobeim die Anzahl

der Priifgleichungen angibt. Beim (7, 4, 3)-Hamming—Code ist H eine 3 x 7—Matrix. Fiir den erweiterten
Hamming-Code = Code C, gilt demgegeniiber n = 8 (Spaltenzahl) und m = 4 (Zeilenzahl).

d) Aus der Codetabelle auf der Angabenseite erkennt man, dass allein Antwort 3 richtig ist. Das Priifbit
P4 ist so zu bestimmen, dass die Modulo—2—Summe {iber alle Bits des Codewortes den Wert 0 ergibt.

e) Anzumerken ist zundchst, dass die Angabe der Priifmatrix nie eindeutig ist, schon allein deshalb, weil
die Reihenfolge der Priifgleichungen vertauschbar ist. Unter Beriicksichtigung des Hinweises, dass nur
eine der vorgegebenen Zeilen falsch ist, ist H, allerdings eindeutig bestimmt:

11011000
01110100
H:=11 011001 0
11111111

Richtig sind also die Aussagen 1, 2 und 4. Die Zeilen dieser Priifmatrix stehen in dieser Reihenfolge fiir
die vier Priifgleichungen:

T rErydrs =0 rmErdryErg=0.
Ty Erydr; =0, 51 G PryPr B Srg B ry P axg =0.

i i}

f) Richtig ist Antwort 2: Zu diesem Ergebnis kommt man, wenn man die letzte Zeile durch die Modulo—
2—Summe {iber alle vier Zeilen ersetzt, was erlaubt ist. Der Vorschlag 1 stellt keine Priifgleichung dar.
Der Vorschlag 3 steht fiir die Priifgleichung x3®x5 = 0, was auch nicht den Gegebenheiten entspricht.

Entsprechend dem richtigen Losungsvorschlag 2 wird dagegen die Priifgleichung
TP raErsEry e Erg By Erg=0

durch folgende neue Priifgleichung ersetzt:
T1 B T2 By §ag = 0.

Die modifizierte Priifmatrix lautet nun:

11011000
01 110100

I 1100001
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g) Nach dieser Matrixmanipulation liegt H, in der fiir systematische Codes typischen Form vor:
H; = (PT: I.] = m=4 H;= (PT: L) .

Damit lautet die Generatormatrix:

10001011
01001101
Ga=(Li: P) = 00100111
00011110

Richtig sind also die Aussagen 2 und 3. G, beginnt wie Gy (sieche Angabenblatt) mit einer Diagonalmatrix

I, hat aber im Gegensatz zu G nun 8 Spalten. Im vorliegenden Falln = 8, k = 4 = m = 4 sind sowohl
G, als auch H, jeweils 4x8—Matrizen.
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Buch: Einfiihrung in die Kanalcodierung Lemtutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 1 Binédre Blockcodes mr Kanalcodierung Abschnitt: 1.4 Allgemeine Beschreibung linearer Blockcodes

Musterlosung zur Zusatzaufgabe 71.9

a) Die Rate des (5, 2)-Codes ist R = 2/5 = 0.4. Aus dem angegebenen Code erkennt man weiterhin die
minimale Distanz d;, = 3.

b) Bei Erweiterung vom (5, 2)-Code zum (6, 2)-Code wird ein weiteres Priifbit hinzugefiigt. Das
Codewort hat somit die Form

I = (1, T2, 25, T4, 5, T6) = (U1, Uz, Pr.P2. P3.Pa) -
Fiir das hinzugekommene Priifbit muss dabei gelten:

Pyo= T = Ty P xg B3 By Hay.
Das heif3t: Das neue Priifbit p, wird so gewdhlt, dass sich in jedem Codewort eine gerade Anzahl von
Einsen ergibt = Antwort 2. Lost man diese Aufgabe mit der Priifmatrix, so erhilt man

101000 101000
110100 110100
Heo =19 1001 0] = He2as==10 1001 0
111111 110001

101101
= G(n.ﬂ‘.-a.m=([} 1011 1)I

Die beiden Zeilen der Generatormatrix G ergeben zwei der vier Codeworte, die Modulo—2—Summe das
dritte und schlieBlich ist auch noch das Nullwort zu berticksichtigen.

¢) Nach Erweiterung vom (5, 2)-Code auf den (6, 2)-Code

e vermindert sich die Rate von R = 2/5 auf R = 2/6 = 0.333,
e erhoht sich die Minimaldistanz von d, i, = 3 auf d,;;, =4.

Allgemein gilt: Erweitert man einen Code, so nimmt die Rate ab und die Minimaldistanz erh6ht sich um 1,
falls d,;;,, vorher ungerade war.

d) Bei gleicher Vorgehensweise wie unter ¢) erhdlt man
I o1 0000 L o1 0000
1 0100 0 1101000

00100 = Higpuw=10100100
00010 1100010
11111 0000001

=

Pl

Il
-
—_ =
— = e e

1011010
= Gin,g}ﬁ_m:([} 101 11 U')'

= Beide Antworten sind richtig.

e) Die Rate betrdgt nun R = 2/7 = 0.266. Die Minimaldistanz ist weiterhin d,;,, = 4, wie man aus den
Codeworten des (7, 2)-Codes ablesen kann:

C ={(0,0,0,0,0,0,0), (0,1.0,1,1,1,0), (1,0,1,1,0,1,0), (1,1,1,0,1,0,0)}.

Allgemein gilt: Ist die Minimaldistanz eines Codes geradzahlig, so kann diese durch Erweiterung nicht
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vergroB3ert werden.

f) Richtig sind die Aussagen 1 und 2. Durch Streichen der letzten Zeile und der letzten Spalte erhdlt man
fiir die Priifmatrix bzw. die Generatormatrix (jeweils in systematischer Form):

1010 1011
H = (1 10 1) = Guy= (u 10 1) |

Aus der Generatormatrix ergeben sich die genannten Codeworte (1, 0, 1, 1), (0, 1, 0, 1), (1, 1, 1, 0) als
Zeilensumme sowie das Nullwort (0, 0, 0, 0). Die Minimaldistanz dieses Codes ist d;;, = 2 und damit

kleiner als die minimale Distanz d,,;, = 3 des (5, 2)-Codes.

Allgemein gilt: Durch Punktierung wird d,;; um 1 kleiner (wenn sie vorher gerade war) oder sie bleibt
gleich. Dies kann man sich verdeutlichen, wenn man durch eine weitere Punktierung (des Priifbits p,) den

(3, 2)-Blockcode generiert. Dieser Code
C ={(0,0,0), (0.1,1), (1,0,1), (1,1,0)}

besitzt die gleiche Minimaldistanz d,;;,, = 2 wie der (4, 2)—-Code.
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Buch: Einfithrung in die Kanalcodierung Lemtutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 1 Bindre Blockcodes mr Kanalcodierung Abschnitt: 1.4 Allgemeine Beschreibung linearer Blockcodes

Musterlosung zur Aufgabe A1.10

a) Die Codewortlinge istn =6 = der (5, 2)-Code kommt nicht in Frage. Bei einem (6, 2)-Code gibt

es 22 = 4 verschiedene Codeworte und beim (6, 3)-Code entsprechend 23 = 8. Durch die Angabe von
zwei Codeworten ldsst sich weder der (6, 2)— noch der (6, 3)-Code ausschlieBen = Antwort 2 und 3.

b) Da es sich um einen linearen Code handelt, muss die Modulo—2—Summe
(0.1.0.1.0.1) (1. 0.0. 1. 1.0) = (1. 1.0.0. 1. 1)

ebenfalls ein giiltiges Codewort sein. Ebenso das Nullwort:
(0,1,0,1,0.1) % (0,1,0.1,0,1) = (0,0,0,0,0,0)

Richtig ist somit Antwort 2.

¢) Richtig sind hier die Aussagen 1 bis 3. Basisvektoren der Generatormatrix G sind beispielsweise die
beiden gegebenen Codeworte, woraus sich auch die Priifmatrix H bestimmen ldsst:

001000

100110 1 10100
G”ﬂ:Q}1u 1u1) = Hua=11 00901 0

01 0001

Allgemein wird durch die k£ Basisvektoren der Generatormatrix G ein k—dimensionaler Untervektorraum
aufgespannt und durch die mxn—Matrix H (mit m = n — k) ein hierzu orthogonaler Untervektorraum der
Dimension m.

Anmerkung: Der hier angegebene
Cio.2y = {(0,0,0,0,0,0), (0,1,0,1,0,1),(1,0,0.1,1,0), (1. 1,0,0,1,1)}

ist nicht sonderlich effektiv, da p; = x5 stets 0 ist. Durch Punktierung kommt man zum Code

Cis.2y = {(0,0,0,0,0), (0,1,1,0,1),(1,0.1,1,0), (1,1,0,1,1)}

mit gleicher Minimaldistanz d,,;, = 3, aber grolerer Coderate R = 2/5 gegeniiber R = 1/3.

d) Die dreiZeilen g1, g5 und g3 der Matrix G4 sind als Syndrom s, |Nebenklassenanfiihrer g,
Basisvektoren geeignet, da sie linear unabhédngig sind, 55 =(0,0,0)| g =(0,0,0,0 0 0, 0)
das heiBt, es gllt 5 = {ﬂ~ l:I:- ]-} € = {:ﬂ'- I:I:- I:l:- ﬂ: l.‘:I:- ﬂ:- 1}
q.Bq. £ 52 =(0,1,0)| e =(0,0,0,0,0,1,0)
9,99 7 95 53=10,1,1)[ & =(0,0,1,0,0,0,0)
9, g, # 9, s4=(1,0,0) | ¢ =(0,0,0,0,1,0,0)
Eg:ff‘;_h ?éﬁl 55:{]“-[]'-1} EEZ{]-:-U:-U:-U:U:-U:-U}
55 =(1,1,0)| ¢ =1(0,1,00,0,0,0)
Gleiches gilt fir Matrix G. Die Basisvektoren sind hier [ 87 =(1,1,1) | e; =(0,0,0,1,0,0,0)

=] ananar, ananar,
so gewdhlt, dass der Code auch systematisch ist. 2013 v LT Frrorr.ce
Fiir die letzte Generatormatrix gilt: g; ®g, = g3 = der Rang der Matrix (2) ist kleiner als deren Ordnung
(3). Hier fiihrt nicht nur u = (0, 0, 0) zum Codewort (0, 0, 0, 0, 0, 0), sondern auch z = (1, 1, 1). Richtig
sind die Losungsvorschldge 1 und 2.
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Buch: Einfithrung in die Kanalcodierung Lemtutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 1 Bindre Blockcodes mr Kanalcodierung Abschnitt: 1.5 Decodierung linearer Blockcodes

Musterlosung zur Aufgabe Al1.11

a) Es gibt insgesamt 27 = 128 verschiedene Codeworte x und entsprechend dem BSC—Modell auch 27
unterschiedliche Empfangsworte y und ebenso viele Fehlervektoren e.

Mit m = 3 Priifbits gibt es 2> = 8 unterschiedliche Werte fiir das Syndrom,
8 € {80:81, 87 = {8}y p=00007

und ebenso viele Nebenklassen. Da beim Hamming-Code, der ja perfekt ist, alle Fehlervektoren zu

einer der 8 Nebenklassen ¥, gehdren und zudem die Anzahl aller Vektoren in allen Nebenklassen gleich

ist (,, Warum sollte es anders sein?” Geniigt Ihnen das als Beweis?), erhilt man

Zur Nebenklasse ¥, gehoren beispielsweise — sieche Musterlosung zur Aufgabe Z1.11 — die Vektoren
e=(1,1,0,0,0,0,1),
e e=(1,1,1,1,1,1,1).

b) Entsprechend den Kommentaren des letzten Teilergebnisses gilt gleichermaflen N7 = 16.

¢) Richtig ist Antwort 3: Der Nebenklassenanfiihrer e, ist derjenige Fehlervektor e mit dem geringsten
Hamming-Gewicht wy(e), der zum Syndroms,, fiihrt. Der hier betrachtete Hamming-Code (7, 4, 3)
ist perfekt. Das heif3t: Alle 8 Nebenklassenanfiihrer beinhalten deshalb

¢ keine ,Eins” (e = es ist keinerlei Korrektur erforderlich), oder

® genau eine einzige ,,Eins” (ey, ... , €7 = es muss ein Informations— oder Priifbit korrigiert werden).

d) Esgiltgzg-HT:

1 01
(1 1 u\‘
011
s=(1L00000O0-(1 1 1|=(101=s = p=5.
1 00
0 1

0
\0 0 1/

e) Ein Vergleich mit der Losung zur letzten Teilaufgabe Syndrom s, |Nebenklassenanfilrer ¢,
zeigt, dass (0, 1, 0, 0, 0, 0, 0) -HT als Syndrom die 5 =(0,0,0)| ¢ =(0,0,0,000,0)
zweite Zeile der transponierten Matrix ergibt: 5 =0,01)| ¢ =(0,000001)
T 5 = {U~ ]-:- ﬂ} ) = {ﬂ'- I:I:- I:I:- Ur I:I:- ]-:- U}
(001 000.) H =(110)=s |g=011] &=0010,00,0)
— 6, e,=(0 10000 0). =100 e=(0000100
= £=0 e=( ) |s-aon| &-000000
In gleicher Weise erhélt man: 55 =(1,1,0)| ¢ =100,1,00,0,0,0)
. s =(1,1,1)| & =(0,00,1,0,0,0)

(001 00.).H =(011)=s P e——

— ]:::3, Eii:([} 01 0000

s S

Lehrstuhl far Nachrichtentechnik (LNT) 21/39 Technische Universitat Minchen



0001 0.)H =(111)=s
= pu=7¢=(0001000).

Die nebenstehende Grafik fasst das Ergebnis der Teilaufgaben (c) und (d) nochmals zusammen.

f) Beim betrachteten (7, 4, 3)-Hamming—Code wird dann flir das richtige Informationswort entschieden,
wenn bei der Ubertragung hochstens ein Bit innerhalb des Codewortes verfilscht wird. Daraus folgt:

Pr(Blockfehler) = Pr(zwei Bitfehler oder mehr) =
= 1 — Pr(kein Bitfehler) — Pr{ein Bitfehler) =
=1-09—-7.01.09 =0.15.
Bei uncodierter Ubertragung eines Blocks mit 7 = k = 4 Bit ergibe sich beim gleichen BSC—Kanal:
Pr(Blockfehler) = 1 — 0.9% = 0.344.

Der Vergleich ist allerdings nicht ganz fair, da mit n = 4 eine kleinere Verfilschungswahrscheinlichkeit &
anzusetzen ware als mit n = 7 (kleinere Symbolrate = kleinere Bandbreite = kleinere Rauschleistung).
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Buch: Einfiihrung in die Kanalcodierung Lemtutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 1 Binédre Blockcodes mr Kanalcodierung Abschnitt: 1.5 Decodierung linearer Blockcodes

Musterlosung zur Zusatzaufgabe 71.11

a) Die Antwort ist JA, wie man aus der vorgegebenen Priifmatrix H erkennt. Diese beinhaltet am Ende
eine 3x3—Diagonalmatrix. Die Codeworte lauten demzufolge:

I = |:Ji-'1 . L2, X3, Fy.T5.Tg, l-'?} = (u] U2, g, U, P, Pz-]‘-?:i} .
b) Mit diesem Empfangsvektor y werden alle Priifgleichungen erfuillt:

w BuBugEp =16081a0=10,

g By BugEpp=0H0E161=0,

wy GusBugEps=1600150=0.
Richtig ist dementsprechend die Antwort JA.

c) Esgiltgzy-HT:

101
f’l 1 EI'\
011
s5=(10 010101 11]=(000)=s = Antwort 1.
1 00
010
\0 0 1/

d) Man konnte nun fiir jedes v die Gleichung v - HT = (0, 0, 0) iiberpriifen. Hier soll nun das Ergebnis
auf anderem Wege gewonnen werden:

e y=(1,1,0, 1,0, 1, 0) unterscheidet sich vony = (1, 0, 0, 1, 0, 1, 0) im Bit u,, das nur in den

beiden ersten Priifgleichungen verwendet wird, nicht jedoch in der letzten = s=s,=(1, 1, 0).

¢ Wendet man die Priifgleichungen aufy = (0, 1, 0, 1, 0, 0, 1) an, so erhdlt mans = s, = (0, 0, 0),
wie die folgende Rechnung belegt:
wy Bug ugpr=0p1g1a0=0,
g Bty By Epp=10E1E0=0,
uy Gus G Eps =0600181 =0,

e Zum gleichen Ergebnis kommt man mit dem Empfangsvektor y = (0, 1, 1, 0, 1, 0, 1), der sich
vom Vektor (1, 0, 0, 1, 0, 1, 0) in allen 7 Bitpositionen unterscheidet:
g By BPugEpr=0g1E0E1=0.
g Bty BugEpp=11E060=0,
uy GusBugEps =081H051 =0,

Richtig sind also die Antworten 2 und 3.

Lehrstuhl far Nachrichtentechnik (LNT) 23/39 Technische Universitat Minchen



Buch: Einfiihrung in die Kanalcodierung Lemtutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 1 Binédre Blockcodes mr Kanalcodierung Abschnitt: 1.5 Decodierung linearer Blockcodes

Musterlosung zur Aufgabe A1.12

a) Jeder Hamming—Code ist perfekt und weist eine minimale Distanz von d,;;,, = 3 auf. Deshalb kann ein

Bitfehler im Codewort korrigiert werden, wahrend zwei Bitfehler stets zu einer Fehlentscheidung des
Codewortes flihren = Parameter ¢ = 1. Damit ergibt sich fiir die Blockfehlerwahrscheinlichkeit:

Pr(Blockfehler) = 1 — Pr(kein Blockfehler) — Pr{ein Blockfehler) =
=1-(1-&g)" —7-g-(1 —¢)"5.
= 0.01 : Pr(Blockfehler) = 1 —0.99" —7.0.01.0.99° =
= 1—0.932065 —0.065904 ~ 2.03. 1077,
£=0.001: Pr(Blockfehler) = 1—0.999" — 7-0.001 - 0.999° =
= 1-0.993021 —0.006958 = 2.09. 107",

b) Einjeder (n, k, 3) Hamming—Code kann nur einen Bitfehler korrigieren. Damit gilt allgemein fiir den
BSC—Kanal mit der Codewortlinge n:

Pr(Blockfehler) = 1 — (1 —¢)" —n.g.(1 —2)" ! =

() e () 2]
e (=0 e () )

Bei Vernachlissigung aller Terme mit &, et .. erhilt man:

Pr(Blockfehler) = n.zs— (;) ef—n.e+n-¢€ (n 1_ 1) E4 L=
=-1/2.n-(n-1)-224n-(n-1).e=n-(n-1)/2. .
= Richtig ist Losungsvorschlag 1. Fiir den (7, 4, 3)-Hamming—Code ergibt sich somit:

2.1.10°° fiirr £ = 102
2.1-10° fiir e = 1073~

Pr(Blockfehler) < {

Durch Vergleich mit dem Ergebnis der Teilaufgabe (a) erkennt man die Giiltigkeit dieser Ndherung. Diese
ist um so besser, je kleiner die BSC—Verfilschungswahrscheinlichketit ¢ ist.

¢) Die Ergebnisse der Teilaufgabe b) lassen sich wie folgt zusammenfassen:

3. g2 firn =3
Pr(Blockfehler) = { 21 -&? firn =7
105 - 2 firm =15
Richtig ist Antwort 1. Die geringste Blockfehlerwahrscheinlichkeit besitzt natiirlich der Hamming—Code
mit der geringsten Rate R = 1/3, also mit der gréf3ten relativen Redundanz.

d) Bei Hard Decision gilt mit der komplementdren Gau3schen Fehlerfunktion Q(x):

—1f-112
c Q (\/2 ' R. EE.."II-'\"FIJ) = EE,."'I-'\'F"U = %

= 10-1g En/No = 20-1g[Q ()] — 10+ 1g (2R).
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Daraus erhdlt man mit e =0.01 = Q‘l(s) =2.33:
10-lg Fp/Ng =20 1g (2.33) — 10 - 1g (8?} =7.35dB - 0.58dB = 6.77dB.

In analoger Weise ergibt sich fir e = 0.001 = Q !(¢) ~ 3.09.
10-1g Ep/No =20 1g (3.00) — 0.58dB = 9.22dB.

e) Wir beziehen uns auf die Blockfehlerwahrscheinlichkeit 10°. Nach dem Ergebnis der Teilaufgabe b)
darf dann die BSC—Verfilschungswahrscheinlichkeit nicht grofer sein als

103

£ = \'I" ST 6.9.-107F = Q's)=32 = 10:-Ig Ep /Ny =9.52dB.

Mit Soft Decision geniigen laut Angabe 8 dB = 10 - Ig Ggp =1.52 dB.
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Buch: Einfiihrung in die Kanalcodierung Lemtutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 1 Bindre Blockcodes mr Kanalcodierung Abschnitt: 1.5 Decodierung linearer Blockcodes

Musterlosung zur Zusatzaufgabe 71.12

a) Die Gr6Be der Syndromtabelle ist allgemein Ngeq = 2™ m = n — k gibt die Anzahl der Priifbits an.

® Beim (7, 4, 3)-Hamming-Codeistm=n—k=3 = die Lange der Tabelle ist Ny = 8.

* Die Syndromtabelle des (8, 4, 4)-Codes ist doppelt s0 groB3: Nges = 2%=16.
b) Allgemein gilt fiir die Anzahl der Eintrdge mit Gewicht—2—Fehlermustern: N," = ,, n tiber 2”. Daraus
ergeben sich die Zahlenwerte
e Ny=21 firn=7 = (7,4, 3)Code,
e Ny=28 firn=8 = (8,4, 4)Code.
¢) Beim (7, 4, 3)-Hamming—Code ist die Syndromtabelle gefiillt mit einem Eintrag fiir den fehlerfreien
Fall (Ny = 1) und n = 7 Eintrdge mit Gewicht—1-Fehlermustern (N; = 7). Damit ist die Anzahl der
Eintrage mit Gewicht—2—Fehlermustern gleich
Ny = Ngee — Nop — Ny =0.
Dagegen gilt fiir den erweiterten (8, 4, 4)-Hamming—Code:
No=1, Ni=8 = No=Negw—NMNo—N1 =7,
d) Analog zur Musterlosung der Aufgabe A1.12 (a) und (b) erhilt man hier:
Pr(Blockfehler) = 1 — (1 —=) —=8.2-(1 —=)" =
= 1 —0.922745 — 0.074655 =2.69 .10~

In der Tabelle sind fiir diesen Fall und fiir verschiedene BSC—Parameter ¢ die Ergebnisse in der griin
hinterlegten Spalte eingetragen. Gegeniiber dem (7, 4, 3)-Code ergibt sich stets eine Verschlechterung,

BYC 1 (7,4,3)-Code (8,4,4)-Code
c Pr{Blockfehler) | Priz 2Fehler) | .Verbesserung”| Pr{Blockfehler)
31071 6.71-101 7451071 741-10¢2 6.71- 101
1071 1.50-101 1.87-101 3.72 . 1072 1.50-101
3-10%|  L71-102 223102 525.10°3 1.71-102
102 2.03-1073 2691073 6.59 - 104 2.03.1073
3103 | 187-10¢ 249104 6.19 - 107% 1.87-104
1073 2.09-10°5 2.79-10°% 6.96 - 1078 2.09-10°5

e) Bei bestmdglicher Korrektur (gefiilite Syndromtabelle) werden auch sieben Gewicht—2—Fehlermuster
korrigiert. Damit vermindert sich die Blockfehlerwahrscheinlichkeit um

3

Pr(Gewicht—2—Fehlermuster wird korrigiert) = 7.2 (1 — f}" .

Fiir e = 0.01 macht diese ,,Verbesserung” etwa 0.66 - 10> aus. Die Blockfehlerwahrscheinlichkeit ergibt

sich somit zu
Pr(Blodkfehler) = 2.69 . 10~ — 0.66 - 10~°= 2.03 . 10~*,

In der obigen Tabelle ist diese Rechnung fiir verschiedene BSC—Parameter & durchgefiihrt. Man erkennt:
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Die Blockfehlerwahrscheinlichkeit des erweiterten (8, 4, 4)-Hamming—Codes (siehe letzte Spalte) stimmt
exakt mit der des (7, 4, 3)-Hamming—Codes (Spalte 2) iiberein. Die Korrektur von 25% der Gewicht—
2—-Fehlermuster gleicht genau die Tatsache aus, dass beim (8, 4, 4)-Code Fehlermuster mit mehr als
einem Fehler (Spalte 3) wahrscheinlicher sind als beim (7, 4, 3)-Code (Spalte 2).
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Buch: Einfithrung in die Kanalcodierung Lemtutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 1 Binédre Blockcodes mr Kanalcodierung Abschnitt: 1.5 Decodierung linearer Blockcodes

Musterlosung zur Aufgabe A1.13

a) Der Empfangsvektor lautet y = (1, E, 0, 1, 0, 0, E). Ausgeloscht wurden also die Codesymbole an
den Positionen 2 und 7. Ausgehend von der vorgegebenen Priifmatrix

0100
1 010
01 001

=t =t

1
H={0 1
11

des Hammingcodes erhdlt man fiir Vektor und Matrix hinsichtlich
e aller korrekt iibertragenen Codesymbole (Index K), die dem Codewortfinder bekannt sind:

1 1010
e =(1,0,1,0,0), Hy=10 1 1 0 1
1 0100

e hinsichtlich der beiden ausgeldschten Codesymbole z, und z7 (Index E), die zu ermitteln sind:

1 0
zp=(2.27). Hg=[1 0
1 1

Die Bestimmungsgleichung lautet somit:

H:e - zf = Hk - 2
1
10 , 1 1010 ) 1
=;-1u-f) 01101 11=11

11 1 0100 LL}J 0
0

Daraus ergeben sich drei Gleichungen fiir die beiden Unbekannten z, und z:

@z=1,
(b)zp=1,

(C)Zz+Z7:0=>Z7:1.

[T ]

Somit liefert der Codewortfinder z= (1, 1, 0, 1, 0, 0, 1) = Ldsungsvorschlag 2.

b) Betrachtet man die vorgegebene Matrix Hg, so erkennt man, dass diese mit dem ersten vier Spalten
der Priifmatrix H tibereinstimmt. Die Ausloschungen betreffen also die letzten 3 Bit des Empfangswortes
= zp=(z5,2627) = »y=(1,1,0,1,E E, E)und die Erasure-Matrix lautet:

1 00
Hy= {0 1 0
0 01
Richtig sind demzufolge die Aussagen 1, 2 und 4.

¢) Man erhilt nach einigen Matrizenmultiplikationen:
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1 110 ) 0
He k= {0 11 1]-|,]=]0
1 1 01 1
1
1 00 kA kA
H].; . E]], = 0 1 0 20 = 20

00 1
Durch Gleichsetzen folgt zs = 0, z5 = 0, z; = 1 = Losungsvorschlag 2.
d) Der Matrizenvergleich zeigt, dass die ersten drei Spalten von H und Hy identisch sind. Die vierte
Spalte von Hy ist gleich der flinften Spalte der Priifmatrix. Daraus folgt fiir den Vektor zg = (z4, zg, 27)
und weiter flir den Empfangsvektor y = (1, 1, 0, E, 0, E, E) = Ldsungsvorschlag 1 und 3.
e) Analog zur Teilaufgabe (c) erhdlt man nun:

1 111 } 0
Hy - ;]]\ =({0 1 1 0}- ol = 1
1 10 0 0
0
0 0 0 24 ()
Hy E]] =1 1 0 -|z)]=1]21+2s
1 01 z7 4+ 27

Setzt man nun die beiden Spaltenvektoren gleich, so erhilt man nur mehr zwei Gleichungen fiir die drei
Unbekannten = Ldsungsvorschlag 4.

Oder anders ausgedriickt: Ist die Anzahl der Ausléschungen des BEC—Kanals grofer als der Rang der
Matrix H, so ergibt sich keine eindeutige Losung des resultierenden Gleichungssystems.

f) Zur Losung dieser Aufgabe beziehen wir uns wieder auf den systematischen Hamming—Code (7, 4, 3)
entsprechend der angegebenen Priifgleichung und der nachfolgenden Codetabelle. Die Informationsbit
sind schwarz dargestellt und die Priifbit rot. Die minimale Distanz dieses Codes betrdgt d i, = 3.

Q000000
oo0loll
0o0lol110
oolllol

0100111
0l10l1100
0110001
0111010

1000101
lool1l10
lolooll
1011000

llo0010
1101001

1110100
1111111

Weiter nehmen wir an, dass stets das gelb hinterlegte Codewort x = (1, 1, 0, 1, 0, 0, 1) gesendet wurde:

e I[st die Anzahl ny der Ausloschungen kleiner als d;, = 3, so ist eine Decodierung nach der hier

beschriebenen Methode immer moglich = siehe beispielsweise Teilaufgabe (a) mit ng = 2.

® Auch fiir ng = d,;, = 3 ist manchmal eine Decodierung mdglich, wie in Aufgabe (c) gezeigt. In der

Codetabelle gibt es nur ein einziges Codewort, das zum Empfangsvektor y = (1, 1, 0, 1, E, E, E)
passen konnte, ndmlich das gelb hinterlegte Codewort x = (1, 1, 0, 1, 0, 0, 1).

e Dagegenkonnte y = (1, 1, 0, E, 0, E, E) entsprechend Teilaufgabe (d) nicht decodiert werden. In
der Codetabelle erkennt man neben (1, 1, 0, 1, 0, 0, 1) mit (1, 1, 0, 0, 0, 1, 0) ein weiteres
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Codewort (griin hinterlegt), das durch die ng = 3 gegebenen Ausloschungen zum Empfangswort y
wird. Dieser Fall, wenn die ng = d,;;, Ausldoschungen genau die d,;;, unterschiedlichen Bit zweier

Codeworte betreflen, fiihrt zu einer Matrix Hy mit einem Rang kleiner als ;.

® [stng > dyy, so ist die Anzahl n —ng der nicht ausgeloschten Bit kleiner als die Anzahl k der
Informationsbit. In diesem Fall kann das Codewort natiirlich nicht decodiert werden.

Das heif3t: Zutreffend sind die Aussagen 1, 3 und 4.
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Buch: Einfithrung in die Kanalcodierung Lemtutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 1 Binédre Blockcodes mr Kanalcodierung Abschnitt: 1.5 Decodierung linearer Blockcodes

Musterlosung zur Zusatzaufgabe 71.13
a) Betrachtet wird der (7, 4, 3)-Hamming—Code. Dementsprechend ist die minimale Distanz d,.;, = 3.
b) Die ersten k = 4 Bit eines jeden Codewortes x stimmen mit dem Informationswort u {iberein. Richtig
ist somit JA.
¢) Es konnen bis zu e, = dpiy — 1.= 2 Bit ausgeldscht sein, damit eine Decodierung mit Sicherheit

moglich ist. Jedes Codewort unterscheidet sich von jedem anderen in mindestens drei Bitpositionen. Bei
nur zwei Ausloschungen kann deshalb das Codewort in jedem Fall rekonstruiert werden.

d) In der Tabelle auf der Angabenseite findet man ein einziges Codewort, das mit ,,10” beginnt und mit
,010” endet, ndmlichx = (1, 0, 0, 1, 0, 1, 0). Da es sich um einen systematischen Code handelt,
beschreiben die ersten k = 4 Bit das Informationswort u = (1, 0, 0, 1) = Antwort 2.

e) Richtig sind die Lésungsvorschlige 1 und 2.
e yh=(1, 0, E, E, E, E, 0) kann nicht decodiert werden, da weniger als k = 4 Bit (Anzahl der
Informationsbit) ankommen.
e yve=(E E E 1,0, 1, 0) ist ebenfalls nicht decodierbar, da sowohlx = (0, 1, 1, 1, 0, 1, 0) als
auchx =(1, 0,0, 1, 0, 1, 0) als mogliches Ergebnis in Frage kommen.
e yg=(E E 0, E 0, 1, 0) ist dagegen decodierbar, da von allen 16 moglichen Codeworten nur
x=(1,0,0,1,0, 1, 0) mit yg in den (richtigen) Bitpositionen 3, 5, 6 und 7 tibereinstimmt.

® vy, =(1,0,0, 1, E, E, E) ist decodierbar. Es fehlen nur die m = 3 Priitbit. Damit liegt das
Informationswort u = (1, 0, 0, 1) ebenfalls fest (systematischer Code).
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Buch: Einfithrung in die Kanalcodierung Lemtutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 1 Binédre Blockcodes mr Kanalcodierung Abschnitt: 1.6 Schranken fiir die Blockfehlerwahrscheinlichkeit

Musterlosung zur Aufgabe Al.14

a) Die Codeworte x( und x; unterscheiden sich in Bit 2, 4 und 5. Wird nur einer dieser drei Bindrwerte
richtig ibertragen, ist damit das gesamte Codewort eindeutig bestimmt. Keine Information iiber das
Codewort erhdlt man bei folgenden Empfangsvektoren (siehe Tabelle auf der Angabenseite):

e y=(0, E 0, E, E) mit Wahrscheinlichkeit A3 - (1 — 1)2,

e y=(0, E, E, E, E) mit Wahrscheinlichkeit A - (1 — 1),

e y=(E E, 0, E, E) mit Wahrscheinlichkeit 24 a1-2,

e y=(E E E, E, E) mit Wahrscheinlichkeit 1°.
Die Wahrscheinlichkeit, dass aufgrund des spezifischen Empfangsvektors y das Codewort x; genau so
wahrscheinlich ist wie x, ergibt sich zu

Pr [z, und z, sind gleichwahrscheinlich] = A* . (1 = A2 + 2. X (1 - M)+ A° =
= XL =AP 42X (1=X)+ M) =N,

In diesem Fall entscheidet man sich nach dem Zufallsprinzip entweder fiir x, (wére richtig) oder fiir x;
(leider falsch), und zwar mit gleicher Wahrscheinlichkeit. Daraus folgt:

Prlzy— z,]=1/2- X =5.10".

b) Nach Teilaufgabe (a) ist die Antwort 2 richtig und nicht die Antwort 1. Auch die Aussage 3 ist falsch:
Pr[xy — x;] sagt nicht aus, dass mit dieser Wahrscheinlickeit das Codewort x) tatsdchlich in das falsche
Codewort x; libergeht, sondern nur, dass es mit dieser Wahrscheinlichkeit zu x; iibergehen konnte.
Pr[xy — x;] beinhaltet auch Konstellationen, bei denen die Entscheidung tatsdchlich fiir x, bzw. x5 filk.
c) Wegen dy(xg, x5) = 3 und dy(x, X3) = 4 ergibt sich hierfiir

Prizy — z,] = 1/2- M =510, Prlzy —z3] = 1/2- A\ =5.10°°,

d) Die Blockfehlerwahrscheinlichkeit ist nie groer (mit einer gewissen Wahrscheinlichkeit eher kleiner)
als die so genannte Union Bound:

Pr(Union Bound) = Pr[z, — z,;] + Pr[z, — z,] + Prlz, — z;] =
= 2. A%/24 M2 = 0.001 4+ 0.00005 = 1.05. 1077,

e) Allgemein gilt: Pr(Blockfehler) < Pr(Bhattacharyya) = W(f) - 1. Fiir das Distanzspektrum bzw. die
Gewichtsfunktion erhdlt man im vorliegenden Fall:

Me=1. Wy3=2. Wy=1 = WX)=1+2. X4+ XY
Beim BEC—Kanal gilt z7udem 8 = 1. Daraus folgt als Endergebnis fiir 1 = 0.001:
Pr(Bhattacharyya) = 2- A* + A* =2.1. 107,

Anzumerken ist, dass beim BEC—Modell die Bhattacharyya—Schranke stets doppelt so grof3 ist wie die
Union Bound, die ja selbst wieder eine obere Schranke fiir die Blockfehlerwahrscheinlichkeit darstell.
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Buch: Einfithrung in die Kanalcodierung Lemtutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 1 Binédre Blockcodes mr Kanalcodierung Abschnitt: 1.6 Schranken fiir die Blockfehlerwahrscheinlichkeit

Musterlosung zur Aufgabe A1.15

a) Durch die Analyse aller Codeworte des (7, 4, 3)-Hamming—Codes erkennt man, dass
® W,=1 Codewort keine Eins beinhaltet (das Nullwort),
e W3 =7 Codeworte drei Einsen beinhalten,
e W, =7 Codeworte vier Einsen beinhalten,

e W;=1 Codewort nur aus Einsen besteht.
W; gibt gleichzeitig die Anzahl der Codeworte an, die sich vom Nullwort in / Bit unterscheiden.
b) Die Bhattacharyya—Schranke lautet:
Pr(Blockfehler) < Pr(Bhattacharvva) = W{3) —1.
Die Gewichtsfunktion ist durch die Teilaufgabe a) festgelegt:
W(X)=1+7- X' +7. X'+ X7
= Pr(Bhattacharvyva) = 7 - FHT304 5.
Fiir den Bhattacharyya—Parameter des BSC—Modells gilt:
F=2-c (1—2)=2-v0.01-0.99 =0.199
= Pr(Bhattacharvya) = 7-0.199° + 7. 0.199* 4+ 0.199" = 0.066 .
Ein Vergleich mit der tatsdchlichen Blockfehlerwahrscheinlichkeit, wie in Aufgabe A1.12 berechnet:
Pr(Blockfehler) = 21 - 2% = 2.1- 1077,

zeigt, dass Bhattacharyya nur eine duflerst grobe Schranke bereitstellt. Im vorliegenden Fall liegt diese
Schranke um mehr als den Faktor 30 iiber dem tatsdchlichen Wert.

¢) Aus der Codetabelle des (8, 4, 4)-Codes erhdlt man folgende Ergebnisse:
W(X)=1+14. X"+ X"
= Pr(Bhattacharyya) = 14 3 + 3% = 14.0.199* 4+ 0.199° =0.022.
d) Die Gleichung flir den Bhattacharyya—Parameter lautet:
A fiir das BEC — Modell.

3 = 2. 4/5- (1 —¢) fiir das BSC — Modell.
exp|—R - Ep/Ny| fiir das AWGN — Maodell.

Mit dem BEC—Modell ergibt sich genau die gleiche Schranke, wenn die Ausloschungswahrscheinlichkeit
A =B=0.199 betragt.
e) Entsprechend obiger Gleichung muss gelten:
3 = exp[-R- Eg/Ny] = 0.199 = R.Eg/Ny= 10"" = 1.58.
Die Coderate des (8, 4, 4)-Codes ist R=0.5:
Ep/No=3.16 = 10-lgEn/Ny =5dB.
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f) Mit der Coderate R = 4/7 erhdlt man:
Ep/No=T/4-158 =276 = 10 lgEpg/Np =4.417dB.
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Buch: Einfithrung in die Kanalcodierung Lemtutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 1 Binédre Blockcodes mr Kanalcodierung Abschnitt: 1.6 Schranken fiir die Blockfehlerwahrscheinlichkeit

Musterlosung zur Aufgabe A1.16
a) Richtig ist Antwort 2. Das Distanzspektrum {W;} ist definiert fiir i =0, ... , n:

e ¥ gt an, wie oft das Hamming—Gewicht wy(x;) = 1 aufiritt.
e W, gibt an, wie oft das Hamming—-Gewicht wy(x;) = n aufiritt.

Damit lautet die Union Bound.:
p1 = Pr(Union Bound) = z W;.Q (\U!"JI,.-"HE) .
i=1

b) Das Distanzspektrum des (8, 4, 4)-Codes wurde mit W, = 1 , W, = 14, Wg = 1 angegeben. Somit
erhdlt man fiir o= 1:
=W Q(2) +Ws.Q (2 - \»@) = 14.228. 1072 +1-0.23- 1072 =0.3215.

bzw. fir o = 0.5:

p=14.Q(4)+Q (—l - \/E) = 143171077 +1.1-107% = 0.444 - 1077,
¢) Mit der Minimaldistanz d,,;, = 4 erhélt man:

=1.0: pp = Wy-Q(2) =0.3192,
Tc=05: pp = W, -Q(4)=p, =0.444 .10~

d) Richtig ist Antwort 1. Die Union Bound — hier mit p; bezeichnet — ist in jedem Fall eine obere
Schranke fiir die Blockfehlerwahrscheinlichkeit. Fiir die Schranke p, (Truncated Union Bound) trifft
das nicht immer zu. Beispielsweise erhdlt man beim (7, 4, 3)-Hamming-Code = W3=W,=7, W; =1
und der Streuung o = 1:

p=T7-Q (\/E) _7.418-10°2 =~ 0.293,

po=m+7-Q(VE) +1-Q(VT) = 045,
Die tatsdchliche Blockfehlerwahrscheinlichkeit wird wahrscheinlich zwischen p, = 0.293 und p; = 0.455
liegen (wurde nicht nachgeprtift). Das heif3t: p, ist keine obere Schranke.
e) Richtig sind die Losungsvorschlige 1 und 3, wie die folgende Rechnung fiir den (8, 4, 4)-Code zeigt:

® Esgilt Q(x) < Qcr(x) = exp(— x%/2). Damit kann fiir die Union Bound

p=Wi-Q(VI02) + Wi Q(VE/o)
eine weitere obere Schranke angegeben werden:
p1 < Wy exp [—J‘I,.-"(Efrﬂ}] + Wy - exp [—EI,.-"(EUE}] .

e Mit 8 = exp[-1/(20%)] kann hierfiir auch geschrieben werden (das vorgegebene 8 = 1/o ist also
falsch):
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o< Wy 384 W 3%,

¢ Die Gewichtsfunktion des (8, 4, 4)-Codes lautet:
WX)=1+W- XF+ W X7 = W(d)—1=W, 3"+ Ws. 3"
= pm=W(E) —-1=p.

f) Mit o =1 lautet der Bhattacharyya—Parameter 5 = exp(—0.5) = 0.6065 und man erhdlt damit fiir die
Bhattacharyya—Schranke:

py=14. 3"+ 3 =14 .0.135 +0.018 = 1.913.
Berticksichtigt man, dass p3 (eine Schranke fiir) eine Wahrscheinlichkeit angibt, so ist p3 = 1.913 nur
eine triviale Schranke. Fiir & = 0.5 ergibt sich dagegen = exp(-2) = 0.135. Dann gilt:

pr=14- 34+ 3 =14.335-107* +1.1- 1007 =4.7-107%
Ein Vergleich mit der Teilaufgabe b) zeigt, dass im vorliegenden Beispiel die Bhattacharyya—Schranke ps

um den Faktor (4.7 10_3)/(0.44 : 10_3) > 10 oberhalb der Union Bound pq liegt. Der Grund fiir diese

grofle Abweichung ist die Chernoff-Rubin—Schranke, die deutlich oberhalb der Q—Funktion liegt. In der
Aufgabe 71.16 wird die Abweichung zwischen Qg und Q(x) auch quantitativ berechnet:

Q(];[I}Q[I} =20 = Q(']qlz.l‘ = -l}(,}[r = -l:l = 10.
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Buch: Einfithrung in die Kanalcodierung Lemtutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 1 Binédre Blockcodes mr Kanalcodierung Abschnitt: 1.6 Schranken fiir die Blockfehlerwahrscheinlichkeit

Musterlosung zur Zusatzaufgabe 71.16

a) Die obere Schranke lautet:
1 2 1o 1

Qulz) = %Irlp__.--,..-_ = Q.4) = N

Die untere Schranke kann wie folgt umgewandelt werden:

Qulr) = (1-1/7%) - Qulr) = Qu(4) =3.137-107.

cem 2= 3,346 1077,

Die relativen Abweichungen gegeniiber dem ,,echten” Wert Q(4) = 3.167 - 102 sind +5% bzw. —1%.

b) Richtig sind Antwort 1 und 2. Fiirx = 2 wird der tatsichliche Funktionswert Q(x) = 2.275 - 102
begrenzt durch Q,(x)=2.7 - 1072 bzw. Qulx) = 2.025 - 1072, Die relativen Abweichungen betragen
18.7% bzw. —11%. Die letzte Aussage ist falsch. Erst fiir x < 0.37 gilt Q(x) > 1.

¢) Fiir den Quotienten aus Qcg(x) und Q,(x) gilt nach den vorgegebenen Gleichungen:

g(z) = Qcr(x) _ L‘}:I](—-*:g 2} VT T

= qlr)=25.2 = qlr=2)=5. glr=4)=10. glr=6) =15,
Je grofer der Abszissenwert x, um so ungenauer wird Q(x) durch Qcgr(x) angendhert. Bei Betrachtung

der Grafk auf der Angabenseite hat man (hatte ich) den Eindruck, dass Qcgr(x) sich aus Q(x) durch

Verschieben nach unten bzw. Verschieben nach oben ergibt. Das ist aber nur eine optische Tduschung
und entspricht nicht dem Sachverhalt.

d) Mit K = 0.5 stimmt die neue Schranke 0.5 - Qcgr(x) fiir x = 0 exakt mit Q(x = 0) = 0.500 tiberein.
Fiir groBBere Abszissenwerte wird damit auch die Verfilschung g = 1.25 - x nur halb so grof3.

Lehrstuhl far Nachrichtentechnik (LNT) 371/39 Technische Universitat Minchen



Buch: Einfithrung in die Kanalcodierung Lemtutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 1 Binédre Blockcodes mr Kanalcodierung Abschnitt: 1.7 Informationstheoretische Grenzen der Kanalcodierung

Musterlosung zur Aufgabe A1.17

a) Richtig sind alle Losungsvorschlige. Dies erkennt man bereits an den Raten: Z hat eine gréfere Rate
als Y und Y eine groBere Rate als X. Da zudem der Hamming—Code (31,15,3) = Code Z die grofite

Codewortlinge n aufweist, bendtigt er trotz groBerer Coderate R fir BER = 10~ ein geringeres Eg/Nj.
b) Richtig ist die Antwort 2. Fiir eine kleinere Bitfehlerrate bendtigt man stets ein grof3eres E/N. Eine

vertikale Verschiebung gibt es nicht, da sich auch mit BER = 10719 an den Coderaten nichts Zndert.
c¢) Fiir den logarithmierten AWGN—Parameter 10 - Ig Eg/Ny = 3 dB ergibt sich die vorne angegebene
HilfsgroBe x = 1.6 + 3 = 4.6. Damit erhdlt man:
Rupax = Clx =4.6) =1 —exp(—0.4- 4.6) = (.84,
d) Entsprechend der vorgegebenen Gleichung gilt nun:

(0.3
| —exp(—04.7) =05 = .:-:%:1.?3

= 10.1g Ep/Ny = 1L.73 — 1.6 = 0.13dB.
10 - Ig Ep/N konnte demmnach um 3 dB — 0.13 dB = 2.87 dB herabgesetzt werden, also um den Faktor

A=10""" = 1.94,
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Buch: Einfithrung in die Kanalcodierung Lemtutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 1 Binédre Blockcodes mr Kanalcodierung Abschnitt: 1.7 Informationstheoretische Grenzen der Kanalcodierung

Musterlosung zur Zusatzaufgabe 71.17
a) Imunteren Eg/Ny—Bereich laufen die Kapazitdtskurven
¢ (), (giiltig fiir bindren Eingang, z.B. BPSK) und
e ( (gliltig fiir analogen reellwertigen Eingang)

zusammen. Fir eine gegebene Rate R muss E/N() grofer sein als (22R — 1)/2R. Der Grenziibergang fiir
R - 0 liefert die absolute Shannon-Grenze, ab der eine fehlerfreie Ubertragung nicht mehr moglich ist:

IR _

! =In 2 = 0.693

Min [Ep/No| = Jl?inqu TG

10-1g Min [Ep/Ny] = -1.6dB = 1 =16dB.
b) Aus der Grafik auf der Angabenseite lisst sich die Tangentensteigerung im Nullpunkt abschétzen:

dc,
dr

Damit lautet die Naherung fiir die BPSK—Kanalkapazitit in Abhingigkeit des Abszissenwertes x:

[ 1—exp(—04-x) fiir o > 0.
- () fiir = < 0.

(r=0)==—=1 2248 = a=-—— =04

5

c) Aus Eg= N, folgt 10 - Ig (Eg/Nyy) = 0 dB sowie x = 1.6:
) =1—exp(—0.4-1.6) =047.

d) Die entsprechenden Zahlenwerte lauten:

10-1g Ep /Ny =2dB: ) = 1 —exp(—0.4-3.6) = 0.76,
10-1g Ep /Ny =4dB: €5 = 1 —exp(—0.4-5.6) = 0.89,
10-1g En /Ny =6dB: €5 = 1 —exp(—0.4-7.6) = 0.95.

Die so angendherten Werte C,' der Kanalkapazitit flir bindren Eingang sind etwas zu klein. Aus der
Grafik kdnnen die genaueren Werte C, abgelesen werden:
10-1g Ep/No = 2dB: € = (.78,

10-1g Ep /Ny =4dB: €y = (.94,
10-1g Eu/No = 6dB: 5 = 0.99.

&

Ab etwa 10 - Ig (Eg/N,) = 8 dB gilt innerhalb der Zeichengenauigkeit Cy' = C, = 1 (bit/Kanalzugriff).
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