Buch: Signaldarstellung Lerntutorial LNTwww (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 2 Periodische Signale Abschnitt: 2.1 Allgemeine Beschreibung

Musterlosung zur Aufgabe A2.1

a) Die nichtlineare Kennlinie y = g(x) beschreibt einen Einweggleichrichter und z = h(x) = |x| einen
Zweiweggleichrichter = Richtig sind die Losungsvorschlige 1 und 4.
b) Die Periodendauer des gegebenen Signals x(¢) betrdgt 7y = 2 ms. Der Kehrwert hiervon ergibt die

Grundfrequenz f, = 500 Hz.

der Periodendauer. Das heif3t: 7|, ist weiterhin 2 ms.

¢) Wie aus der folgenden linken Skizze hervorgeht, dndert sich durch die Einweggleichrichtung nichts an
YD) (0
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d) Das Signal z(¢) nach der Doppelweggleichrichtung hat dagegen die doppelte Frequenz (siehe rechtes
Bild). Es gelten dann folgende Werte: 7() = 1 ms, f, = 1 kHz und w,= 6283 1/s.
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Lemtutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)

Buch: Signaldarstellung
Abschnitt: 2.1 Allgemeine Beschreibung

Kapitel: 2 Periodische Signale

Musterlosung zur Zusatzaufgabe 72.1
a)Esgilt 7, = 1 ms und f, = 1 kHz.
b) Es gilt 7, = 2.5 ms und f;, = 0.4 kHz.

¢) Die Grundfrequenz f; ist der grofte gemeinsame Teiler von £, = 1 kHz und f,, = 0.4 kHz. Daraus folgt
/s =200 Hz und die Periodendauer 7 = 5 ms, wie auch aus der grafischen Darstellung des Signals s(¢)
hervorgeht.

d) Die Periodendauer 7; dndert sich gegeniiber der Periodendauer 7 nicht, wenn das Signal y(¢) nicht

addiert, sondern subtrahiert wird: 7; = 75, = 5 ms.

A2} = x(2) — y(2)

N AN A
W\PUVS W 2/ms

e) Der grofite gemeinsame Teiler von f;, = 0.998 kHz und f,, = 1.002 kHz ist f,, = 2 Hz. Der Kehrwert

r

hiervon ergibt die Periodendauer 7', = 500 ms.
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Buch: Signaldarstellung Lemtutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 2 Periodische Signale Abschnitt: 2.2 Gleichsignal - Grenzfall eines periodischen Signals

Musterlosung zur Aufgabe A2.2

a) Alle Signale mit Ausnahme von x,(¢) beinhalten einen Gleichsignalanteil = Richtig sind somit die
Antworten 1, 3. 4, 5 und 6.

b) Subtrahiert man vom Signal x5(#) den Gleichanteil 1V, so ist das Restsignal Axs(f) =x5(f) — 1V
gleich Null. Dementspechend ist auch die Spektralfunktion AX5(f) = 0. Bei allen anderen Zeitverldufen ist
Ax(t) ungleich 0 und damit auch die dazugehdrige Spektralfunktion AX;(f) = Richtig ist allein der

Lésungsvorschlag 5.

¢) Bei einem periodischen Signal geniigt zur Berechnung des Gleichsignalanteils die Mittelung {iber eine
Periode (hier: 3 ms). Damit ergibt sich der Gleichanteil zu

B 1
~ 3ms

d) Fir das Signal x4(#) kann geschrieben werden: x4(¢) = 0.5 V + Axy(?). Hierbei bezeichnet Ax4(7)

einen Rechteckimpuls der Amplitude 0.5 V und der Dauer 4 ms, der aufgrund seiner endlichen Dauer
nicht zum Gleichsignalanteil beitrdgt. Deshalb gilt hier Ay = 0.5 V.

Ap (1V.1ms+(-1V) 2ms) = —0.333 V.

e) Die allgemeine Gleichung zur Berechnung des Gleichsignalanteils lautet:

1 +T1/2
Ay = lim — x(t) dt.
= Jim 7ot s r(t) ¢

Spaltet man dieses Integral in zwei Teilintegrale auf, so erhlt man:

1 11 1 '.Ir'_*._|.-"f
Ap = lim —/ OV . dt + lim —[ 1V . dt.
— 11}

Thy—oc T\‘[ J 1y 2 Ty —o T},I[ ,

Nur der zweite Term liefert einen Beitrag. Daraus folgt wiederum Ay =0.5 V.
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Buch: Signaldarstellung Lemtutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 2 Periodische Signale Abschnitt: 2.2 Gleichsignal - Grenzfall eines periodischen Signals

Musterlosung zur Zusatzaufgabe 72.2

a) Der Gleichsignalanteil x ist der Mittelwert des Signals x(¢). Es geniigt die Mittelung iiber eine
Periodendauer 7 = 1 ms, und man erhélt:

1 Th

= — r(t)dt = 1V.
7 [ et =1

i)

b) In der Hilfte der Zeit ist y(f) = 1 V, in der anderen Hilfte liegt es zwischen 0 und 1 V mit dem
Mittelwert bei 0.5 V. Daraus folgt y;=0.75 V.

¢) Aufgrund der Periodizitit und der Symmetrie geniigt die Mittelung {iber den Zeitbereich von
0 bis T(y2. Mit der entsprechenden Kennlinie gilt dann:

1 To/l2 . 4‘;2 To/2 . 5 . ; g
”“szu 20 dt =z | TR b= 4/3 V= 13332
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Buch: Signaldarstellung Lemtutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 2 Periodische Signale Abschnitt: 2.3 Harmonische Schwingung

Musterlosung zur Aufgabe A2.3
a) Das Zeitsignal hat die folgende Form:
r(t) = 3V — 2V . cos(wy t) + 4V - sin(2.5w; t).
Hierbei bezeichnet w = 2n f| die Kreisfrequenz des Cosinusanteils. Zum Zeitpunkt ¢ = 0 hat das Signal
den Wert 1V.

—
—
ro
——
—
—

v v \\? v 'r
v x({f=0)= ﬁU U

b) Die Grundfrequenz /|, ist der kleinste gemeinsame Teiler von f; = 4 kHz und 2.5 - f{ = 10 kHz.
Daraus folgt f, = 2 kHz und Ty = 1/f; =0.5 ms.

¢) Fiir das Ausgangssignal y(¢) des Differenzierers gilt:

l I.. "t —2‘; -lﬁ'lr'
y(t) = — - daft) = cwy - (— sin(wit)) + — - 2.5y - cos(2.5w; t).
I L-h-l] flil u.,.'] le
Dies fiihrt zum Ergebnis:

y(t) = 2V - sin(wit) + 10V - cos(2.5w; t).

Firr den Nullzeitpunkt ergibt sich der Wert 10 V.

P
Nebenstehend sehen Sie das Spektrum ¥(f). Re{Y ()
=) =%
=1V
d) Die Periodendauer 7() wird durch die Amplitude =7t . — — u1 -
v 2 3 5

und die Phase der beiden Anteile nicht verdndert. 11 / SN
Das bedeutet, dass weiterhin 7y = 0.5 ms gilt. Im{ ¥ (1)}

Der Gleichanteil verschwindet aufgrund der
Differentiation. Der Anteil bei f; ist sinusformig. Somit hat X(f) einen (imagindren) Dirac beif = fi,

jedoch mit negativem Vorzeichen. Der Cosinusanteil mit der Amplitude 10 V hat die beiden
Diracfunktionen bei +2.5 -f; zur Folge, jeweils mit dem Gewicht 5 V. Richtig sind somit die

Losungsvorschldge 1 und 4.
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Buch: Signaldarstellung Lemtutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 2 Periodische Signale Abschnitt: 2.3 Harmonische Schwingung

Musterlosung zur Zusatzaufgabe 72.3
a) Es gilt 7y =1, — t; =12 ms und f, = 1/T{y = 83.33 Hz.
b) Die Verschiebung betrégt 7 = 2 ms; die Phase ist ¢ = 2n - 7/7() = /3 entsprechend 60°.

¢) Aus dem Wert zum Zeitpunkt ¢ = 0 folgt fiir die Amplitude C =6 V:

'
1y = x(t =0) = C . cos(—607) = 5 = 3V = C=6V.

d) Die dazugehdrige Spektralfunktion lautet:

X(f) = G e 0(f — fo) + - % 6(f + fo).

Das Gewicht der Diraclinie bei f = f(y (erster Term) ist C/2 - e¥x15V-j-26V.
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Buch: Signaldarstellung Lemtutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 2 Periodische Signale Abschnitt: 2.4 Fourierreihe

Musterlosung zur Aufgabe A2.4

a) Aus der Signalfrequenz fi, = 10 kHz folgt 7y = 1/f, = 100 ps. Das Cosinussignal ist gleichsignalfrei
(Ap = 0) und wird durch einen einzigen Cosinuskoeffizienten — ndmlich A — vollstdndig beschrieben. Alle
Sinuskoeffizienten B,, sind identisch 0, da x(#) eine gerade Funktion ist. Die Fourierrethendarstellung
bildet x(¢) fehlerfrei nach.

Richtig sind somit alle Losungsvorschldge auBer dem Vierten.

b) Aufgrund der Doppelweggleichrichtung ergibt sich flir die Periodendauer nunmehr der halbe Wert:
T = 50 ps = 0.05 ms. Bei allen nachfolgenden Punkten bezieht sich 77y auf diesen Wert, also auf die
Periodendauer des Signals (7).
c¢) Im Bereich von —7(/2 bis T2 (25 ps ... 25 ps) isty(f) =x(¢). Mitf, = 10 kHz = 1/(2T}) gilt
deshalb flir diesen Abschnitt:

y(t) = 1V - cos(2m fot) = 1V - tm(ﬁ%}.

1]

Daraus ergibt sich fiir den Gleichsignalanteil:

) 1 /.f:-,..-'i [EL} y 1 ['f:-,..-'f v [ t } y
¥, = = al = —= foe COST == dl.
P EP o T2 y ]r;r ST 2 ” Er

Mit der Substitution u = 7t - #/T}y erhdlt man

|r-"2

T
= V-2 = 0.637 V.

m

i

Ay = % /- cos(u) du = gsin(u}

—m /2

d) Da y(—t) = y(?) gilt, sind alle Sinuskoeffizienten B,, = 0. Insbesondere ist B, = 0.

e) Fiir die Koeflizienten A,, gilt mit der Substitution u = 7 - #/T() entsprechend dem angegebenen Integral:

. B oAl Th/2 - ‘[_ t } - [ o ¢ } . A% w2 - [ } - ‘[.j } l
Ap = Eb St COs| T j_;b CCOSTE - 2T T_;b ar = T _rl.:g[ll"!n (i I e Y ey T R
1V
A, = (1) ———
- -=(=1) 7 (4n? — 1)

Der Koeffizient A, ist damit gleich—4 V/(15m) ~ —0.085 V.
f) Fiir die endliche Fourierreihe mit N = 3 gilt allgemein:

2V
ys(t) = — - [1 +2/3 - cos{wot) — 2/15 - cos(2wot) 4+ 2/35 - cos(3wot)].

Zum Zeitpunkt ¢ = 0 ist y5(0) = 1.0125 V; damit ergibt sich der Fehler zu &5(t = 0) =0.0125 V.

g) Die Zeit t = 25ps entspricht der halben Periodendauer. Hierfiir gilt wegen wy - T = 2m:
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AT 2 2 2
y3(Th/2) = % [1 + 3 cos(m) — ﬁ . cos(2m) + i . cos(3m)
2V 2 2 2 2V
LN P 22 L0y
. [ 315 33} =

Da y(T(y2) = 0 ist, ergibt sich fiir £5(7(y2) ebenfalls 0.091 V. Dieser Fehler ist um mehr als den Faktor 7
groBer als der Fehler beit = 0, da das Signal y(f) beit = I'y2 mehr hochfrequente Anteile besitzt
(spitzformiger Verlauf). Wird gefordert, dass der Fehler £5(7(/2) kleiner als 0.01 sein soll, dann miissten

mindestens 32 Fourierkoeflizienten berticksichtigt werden.
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Buch: Signaldarstellung Lemtutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 2 Periodische Signale Abschnitt: 2.4 Fourierreihe

Musterlosung zur Zusatzaufgabe 72.4

a) Der Gleichanteil ist tatsdchlich 7')/7(. Da x() eine gerade Funktion ist, sind alle Koeffizienten B,, = 0.
Die geradzahligen Koeflizienten A,, verschwinden nur dann, wenn 7'} = 7,/2 ist. In diesem Fall ist die
Bedingung x(#) = 24 — x(t — T(/2) erfiillt (mit A = 0.5). Richtig sind die Losungsvorschlige 1 und 2.

b) Unter Ausnutzung der Symmetrieeigenschaft x(-¢) = x(¢) erhdlt man:

A, =2 Efﬂ[l L) cos(2mn) dt.
n=2q T, cos(2mn T

Dies flihrt zu zwei Teilintegralen /; und /5. Das erste lautet:

4 h t 2 T
L= 7, cos(27 nﬁ} dt = e sin(2m nﬁ}
Fiir das zweite Integral gilt mit dem Integral auf der Angabenseite:
—4 T
I = T T, .[u t . cos(2m nﬁ} dt
4 T2 - cos(2mnt /Ty) N Ty -t -sin(2mnt /Ty) T
Ty T 4 2n2 2mn .

Dieses letzte Integral kann wie folgt zusammengefasst werden:

— cos(2mnTy [T)) N 1
22Ty [Ty mn?Ty /T,

I = — 1.

Daraus folgt mit 1 — cos(2a) = 2 - sin ((x)
1 — cos(2mnTy/Ty) B 2sin’(w nTy/ Tu}

A =L+ = =
" L+ b 70?1y [Ty T2n?T ,-"Tu
Fiir 77/T = 0.25 erhdlt man:
8 sin®(mwn /4)
‘—1” = T
Insbesondere gilt:
o 4 2 2
Ay = —sin’ (7 M) == =0405, A= —J‘-..lll'[ /2) = = =0.202,
2 T2 T2 T2
8 2 / 4 A5
Ay = g7 sin(3n /1) = g7 = 0.045.
¢) Es gilt:
1 4 1 1
r3(t) = 1 + — |cos(wpt) + 5 cos(2wot) + 5 cos(3wyt)
12

Zum Zeitpunkt ¢ = 0 ergibt sich hieraus:
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14 29
.I‘:i[f=[}}=1+_—j'ﬁﬁl]‘.5} = st=0)=ux3(t =0)—x(t =0) = —0.1.

Fir die Zeitz = 0 und bei Vielfachen der Periodendauer 7|, (Spitze der Dreiecksfunktionen) ist die

Abweichung betragsmi3ig am grofBten.
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Buch: Signaldarstellung Lemtutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 2 Periodische Signale Abschnitt: 2.4 Fourierreihe

Musterlosung zur Aufgabe A2.5

a) Auch das verschobene Signal v(¢) ist gerade und alle Sinuskoeflizienten sind dementsprechend 0. Am
Gleichsignalkoeffizienten dndert sich ebenfalls nichts: Ay = 1.
Aus den Signalverldufen ist zu erkennen, dass v(¢) = u(t — T/4) gilt:

oft) =1+ %mii‘w[t - %} - %m[ﬁm[t - g}} + %m[mﬂu - %}} —

Die Cosinusterme kdnnen nun mit w, - 7= 21 umgeformt werden:

T
cos (2w (t — I}} = cos(2wpt — ) = — cos(2wpt).

cos (4w (t — g}} = cos(dwpt — 27) = cos (dwpt).

cos (6w (t — g}} = cos(bwpt — 37) = — cos(bwgt).

Damit erhdlt man fiir die Fourierreihe
v(t) =1—2/3 - cos(2wot) — 2/15 - cos(dwot) — 2/35 - cos(buwot) — . ..
bzw. fiir die Cosinuskoeflizienten mit geradzahligem 7:
—2

"La -

Insbesondere ist A, = —2/3.
b) Wegen w(?) = /2 - sin(wy) sind alle Fourierkoeffizienten auer By = /2 =1.571 gleich 0.

¢) Aus der grafischen Darstellung erkennt man den Zusammenhang
1
r(t) = 3 [v(t) +wl(t)].
Das bedeutet:
(t) = 5+ = - sin(uot) — - cos(2eit) — 1= - cos(dent) — = cos(Gut)
£ —§ I'hlllm'qj —g'ﬂﬂh L —E'Eﬂh 0 —E'Eﬂh 0 — i

Die gesuchten Fourierkoeflizienten sind somit Ay =1/2; B; = n/4 = 0.785 und A, = —1/3.

Lehrstuhl far Nachrichtentechnik (LNT) 11/15 Technische Universitat Minchen



Buch: Signaldarstellung Lemtutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 2 Periodische Signale Abschnitt: 2.4 Fourierreihe

Musterlosung zur Zusatzaufgabe 72.5

a) Die Spektralfunktion beinhaltet eine Diracfunktion bei /= 0 mit dem Gewicht 0.5 (Gleichanteil) sowie
weitere Spektrallinien bei ungeradzahligen Vielfachen (n = £1, £3, £5,...) von f;,. Die Gewichte bei

sind jeweils A1/2 = 1/x. Richtig sind somit die Aussagen 1, 3 und 5.

b) Bei allen ungeradzahligen Vielfachen der Grundfrequenz existieren Spektrallinien, zusdtzlich noch bei
den 2—, 6— und 10—fachen. Beispielsweise gilt A, = 1/n. Die Spektrallinie bei 2, hat somit das Gewicht

Ay/2 = 1/2m). Firn = 4, n = 8, usw. sind dagegen die Koeflizienten A,, = 0, da fiir die Sinusfunktion
gilt: sin(m) = sin(21) = ... = 0. Richtig sind somit die Aussagen 1, 2 und 4.

¢) Aus der grafischen Darstellung des Signals y(f) wird deutlich, dass Ay = 0.75 gelten muss. Zum
gleichen Ergebnis kommt man iiber die Beziehung;

A =1- A7 =1-025 =075,

d) Esgity() =1 —x(¢). Firn # 0 ergeben sich somit die gleichen Fourierkoeffizienten wie fiir das
Signal x(), jedoch mit negativen Vorzeichen. Inbesondere gilt:

2 ™ 2 _
_—1] = —E:;il] (I) = — \/_ o] —[}-l_][.} _-13 = —l ] —[}318—

i m ™

i i

e) Es gilt z(¢) = y(t — T(/2). Mit der Fourierreihendarstellung von y(¢) folgt daraus:

(y) T it T
:“} =Ay + _'1I'] ' ['l).*:‘.l:.;,._,'u“ — r;’}} + __15 ) ('ll‘iligbu'ir“ _ %}} +
. T
+ A cos(Bun(t — ) +. ..

i

= z(t) = Ao — A cos(wot) + AY cos(2wot) — AY cos(3wot) + . . .

Damit erhilt man:

AP =A@ = Y2 ogs0, AP =AW = 1 — o318,

m

1[5

Das gleiche Ergebnis erhdlt man ausgehend von den gegebenen Koeflizienten mit A#/7(, = 0.75:

A =27 .sin(3/4 - 7) = V2/m, AV =1/m-sin(3/2.7) = —1/7.
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Buch: Signaldarstellung Lemtutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 2 Periodische Signale Abschnitt: 2.4 Fourierreihe

Musterlosung zur Aufgabe A2.6

a) Mit dem Eulerschen Satz ist der komplexe Fourierkoeffizient D,, wie folgt darstellbar:

T/ T
Re[D,] = —I}j_lzl — cos(2mnTy/Th)).
T T 1
Im[D,] = .n} sin(2mnTy/Ty) — D

Mit der fiir kleine o- Werte giiltigen Naherung sin(a) = « erhdlt man fiir den Imaginérteil:

T /T 1
I:E.I I?T] Tu::l — — =1

Im[ D] = .n} 2mn

Fiir den Realteil erhilt man mit cos(a)) ~ 1 — a?/2:

Tu T3 I:E‘.'T]‘?Tj f."'Tu}g o T f."'Tu
2”1?} 2 2

Re[D,| =

Fir 77 = T(y2 folgt daraus der Gleichsignalkoeflizient Dy = 0.25. Mit 7 = T, ergibt sich Dy = 0.5. Ein
Vergleich mit den Signalen x(¢) und y(¢) auf der Angabenseite zeigen die Richtigkeit dieser Ergebnisse.

b) Es wird nun n # 0 vorausgesetzt. Mit 7'} = T}, erhdlt man fiir den Realteil wegen cos(2nn) = 1:

Re[D,] = T}i‘“ — cos(2mn)) = 0.
Der Imagnirteil lautet:
1 1
Im[D,| = ey (sin(27n)) -
Wegen sin(2nn) = 0 folgt daraus:
1
Im[D,| = P
Somit ist
—j 1 :
D,=——==(A,—]-B,).
i Eﬂ']‘? 2( Tl -] ”}

Der Koeflizientenvergleich liefert A,, = 0 und B,, = 1/(nn), Insbesondere sind A; =0 und B; = 0.318.

Wie zu erwarten war, gilt stets B_,, = —B,,.

¢) Aus der in der Teilaufgabe a) berechneten allgemeinen Gleichung folgt mit 7°/7() = 1/2:

_2
(2mn)?

(1 — cos(rn)) +] - {25111( ) 1

_D =
! (2rn)2  (2an)

Daraus erhilt man die Cosinuskoeflizienten

("—i}f fiir ungeradzahliges n.
i

0 fiir geradzahliges n.

A, =2 Re[D,] = {
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Die Sinuskoeffizienten lauten:
1
Bi‘_l — _E ' I].I].[.D”] — '—_”I
Hierbei ist berticksichtigt, dass flir alle ganzzahligen Werte von n die Funktion sin(nz7t) = 0 ist. Die jeweils
ersten reellen Koeffizienten lauten A; = 2/n° = 0.203 und B; = 1/n = 0.318.
d) Das Signal x(#) ist gleich der Differenz zwischen y(f) und z(¢). Da z(¢) eine gerade und y(¢) eine
ungerade Funktion ist, werden die Cosinuskoeffizienten A,, allein durch die Koeflizienten des Signals z()

bestimmit, allerdings mit negativen Vorzeichen. Die Sinuskoeflizienten B,, stimmen vollstdndig mit denen

von y(¢) tiberein. Der Gleichsignalanteil von x(¢) ergibt sich aus der Differenz der beiden Gleichanteile
von y(f) und z(¢): Ag = 0.5 — 0.25 = 0.25. Richtig sind somit die Losungsvorschlige 2, 4 und 5.
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Buch: Signaldarstellung Lemtutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 2 Periodische Signale Abschnitt: 2.4 Fourierreihe

Musterlosung zur Zusatzaufgabe 72.6
a) Der Gleichsignalkoeflizient betrdgt Ap = 1 V. Gleichzeitig gilt Cy = Dy=Ay = Cyp =1, ¢y =0.

b) Es gibt keine Anteile mit sin(wgt) und cos(3wgt). Daraus folgt direkt B; = A5 = 0. Alle anderen hier
aufgefiihrten Koeflizienten sind ungleich 0. = Richtig sind also die Antworten 1, 3, 4 und 6.
¢) Allgemein gilt:

\,, = arctan (%) . Co=+A2+ B2 D,=-(A,—]B,).

e [

(SN

Wegen B; =0 erhdlt man ¢ =0, C;=A;=2Vund D; =A;/2=1V.

d) MitA, =2V und B, =-1V erhilt man:
- - "—
s = arctan(—0.5) = —26.56°. () = 1,-”‘—113’ + B3 =223V,
1
Dy = §[;—1; —j-Ba) =1V +j-05V = Re[Dg =1V, Im[D,] = 0.5V.
e) Esist p3=-90°und C3=|B3|=1V.

f) Esgit D3=—j-B32=j-05VundD 3=D; =j-By2=--05V.
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