Buch: Signaldarstellung Lerntutorial LNTwww (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 3 Aperiodische Signale - Impulse Abschnitt: 3.1 Fouriertransformation und -riicktransformation

A3.1: Spektrum des Exponentialimpulses

In dieser Aufgabe wird ein kausales Signal x(¢) betrachtet, das zum
Zeitpunkt ¢ = 0 sprungartig von 0 auf A ansteigt und fiir Zeitent > 0
exponentiell mit der Zeitkonstanten 7" abfillt:

r(t)=A.e T,
An der Sprungstelle zum Zeitpunkt ¢ = 0 gilt x(¢ = 0) = A/2.

x(f)

L J

Verwenden Sie fiir die numerischen Berechnungen die Parameter
A=3V., T'=1ms.

Die zu berechnende Spektralfunktion X(f) wird komplex sein und kann daher nach Real- und
Imagindrteil, aber auch nach Betrag und Phase dargestellt werden. Verwenden Sie die Notation:

X(f) = |X(f)]- e ¥,

Hinweis: Diese Aufgabe bezieht sich auf die theoretischen Grundlagen von Kapitel 3.1.
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Buch: Signaldarstellung Lemtutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 3 Aperiodische Signale - Impulse Abschnitt: 3.1 Fouriertransformation und -riicktransformation

Fragebogen zu "A3.1: Spektrum des Exponentialimpulses

a) Berechnen Sie die Spektralfunktion X(f). Welcher Spektralwert ergibt sich bei
der Frequenz /= 0?

Re[X(f=0)] = V/Hz
Im[X(f=0)] = V/Hz

b) Wie lauten der Real- und der Imagindrteil von X(f) unter Verwendung von
Jo=1/(2nT). Welche Werte weisen diese Funktionen bei /= f{, auf?

Re[X(f=/fyl = V/Hz
Im[X(f=fy)] = V/Hz

c) Berechnen Sie die Betragsfunktion |X(f). Welche Werte ergeben sich bei der
Frequenz f = f, und bei sehr groen Frequenzen?

X(f=A) = V/Hz
IX(f > )| = V/Hz

d) Berechnen Sie die Phasenfunktion ¢(f). Welche Werte ergeben sich hierfilir bei
der Frequenz /= f, und bei sehr groen Frequenzen?

o(f=h) = rad

o(f > ©) = rad
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Buch: Signaldarstellung Lemtutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 3 Aperiodische Signale - Impulse Abschnitt: 3.1 Fouriertransformation und -riicktransformation

Z3.1: Spektrum des Dreieckimpulses

Betrachtet wird ein dreieckformiger Impuls x(¢), der im Bereich —-7" <
t < T durch folgende Gleichung beschrieben wird: A

- (1141,

Die Impulsamplitude seiA = 1 V, der Zeitparameter 7'= 1 ms. Fiir _T T f
alle Zeiten | ¢ | > T ist x(¢) = 0.

x(H)

3

L J

Zur Berechnung der Spektralfunktionen X(f) konnen Sie folgende Eigenschaften ausnutzen:
® Die Zeitfunktion ist gerade und damit die Spektralfunktion reell:

4o "
X(f)= / w(t) - 2 dt = 2. / w(t) - cos (2 ft)dt.

o

e Fiir | ¢ | > T besitzt x(t) keine Anteile:

X(f)=2. Kf r(t) - cos (27 ft) dt.

Hinweis: Diese Aufgabe bezieht sich auf die theoretischen Grundlagen von Kapitel 3.1. Zur Losung
dieser Aufgabe konnen Sie auf die folgenden Formeln zuriickgreifen:

COS [f..,u'"#} N t - sin [Lu'qﬂl}l

/a‘ . cos (wot) dt = ;

Ly Ll

sin’ (a) = = (1 — cos (2a)) .

| S

Weitere Informationen zu dieser Thematik liefert das folgende Lernvideo:

Unterschiede und Gemeinsamkeiten von kontinuierlichen und diskreten Spektren
(Dauer Teil 1: 6:20 — Teil 2: 5:15)
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Buch: Signaldarstellung Lemtutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 3 Aperiodische Signale - Impulse Abschnitt: 3.1 Fouriertransformation und -riicktransformation

Fragebogen zu "'Z3.1: Spektrum des Dreieckimpulses"

a) Berechnen Sie die Spektralfunktion X(f). Welcher Spektralwert ergibt sich bei
der Frequenz /= 500 Hz?

X(f=500 Hz) = V/Hz

b) Geben Sie die Spektralfunktion X(f) unter Verwendung der Spaltfunktion
si(x) = sin(x)/x an. Welcher Wert ergibt sich bei der Frequenz f = 0?

X(f=0) = V/Hz

c) Beiwelcher Frequenz /' = /() hat das Spektrum X(/) die erste Nullstelle?

Jo = kHz

d) Welche der nachfolgenden Aussagen sind zutreffend?

[~ Beiallen Vielfachen von f, hat das Spektrum Nullstellen.

[~ Beider Frequenz /= 1.5 - f ist die Spektralfunktion negativ.
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Buch: Signaldarstellung Lemtutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 3 Aperiodische Signale - Impulse Abschnitt: 3.1 Fouriertransformation und -riicktransformation

A3.2: Vom Spektrum zum Signal Rervir
el [
Gegeben sei die Spektralfunktion X3
2V
X(f)=—.
=1
l -
Die zugehorige Zeitfunktion x(#) kann mit Hilfe des J
zweiten Fourierintegrals ermittelt werden:
s _ In{X(f)}
m}=r/ X(f) -2 tdf =

= xr(t) +]j- xmlt).
wobei flir den Realteil bzw. Imaginirteil gilt:

my=2v. [TREL ap = av. [Ty,

- .'.
Hinweis: Diese Aufgabe bezieht sich auf die theoretischen Grundlagen von Kapitel 3.1. Benutzen Sie
zur Losung eventuell die nachfolgenden Angaben:

+oc +oc
xH:W:/ X(f)df. xu=m=f o(t) dt.

* sinlax
f (az) dr = sign(a) -
0
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Buch: Signaldarstellung Lemtutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 3 Aperiodische Signale - Impulse Abschnitt: 3.1 Fouriertransformation und -riicktransformation

Fragebogen zu " A3.2: Vom Spektrum zum Signal"

a) Welche der folgenden Aussagen treffen fiir das Zeitsignal x(¢) zu?
C  x(2) ist eine komplexe Funktion.
€ x(¢) ist rein reell.

€ x(t) ist rein imagindr.

b) Berechnen Sie den Signalverlaufx(f) im gesamten Definitionsgebiet. Welche
Signalwerte treten zu den Zeitpunkten = 1 ms und ¢ = —1 ms auf?

x@=1ms) = A%
x@=-1ms) = A%

c) Wie lautet der Signalwert zum Zeitpunkt ¢ = 0?

x(t=0) = s

d) Wie grof3 ist der Spektralwert bei der Frequenz /= 0?

X(f=0) = V/Hz

Lehrstuhl far Nachrichtentechnik (LNT) 6/36 Technische Universitat Minchen



Buch: Signaldarstellung Lemtutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 3 Aperiodische Signale - Impulse Abschnitt: 3.1 Fouriertransformation und -riicktransformation

73.2: si>-Spektrum mit Diracs X(f)

Das skizzierte Spektrum X(f) eines Zeitsignals x(¢)
setzt sich zusammen aus

¢ einem kontinuierlichen Anteil X(f),
® dazu drei diracformigen Spektrallinien.

Der kontinuierliche Anteil lautet mit /) = 200 kHz und

Xy =107 V/Hz:

wobel  si(r) =

Die Spektrallinie bei /= 0 hat das Gewicht —1V. Daneben gibt es noch zwei Linien bei den Frequenzen
+ /o, beide mit dem Gewicht 0.5 V.

Hinweis: Diese Aufgabe bezieht sich auf die theoretischen Grundlagen von Kapitel 3.1. Als bekannt
vorausgesetzt werden kann, dass ein um¢ = 0 symmetrischer Dreieckimpuls y(#) mit der Amplitude A
und der absoluten Dauer 27 (das heif3t: die Signalwerte sind nur zwischen —7 und +7 ungleich 0)
folgende Spektralfunktion besitzt:

Y(f) = A-T-si¥(xfT).
Weitere Informationen zu dieser Thematik liefert das folgende Lernvideo:

Unterschiede und Gemeinsamkeiten von kontinuierlichen und diskreten Spektren
(Dauer Teil 1: 6:20 — Teil 2: 5:15)
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Buch: Signaldarstellung Lemtutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 3 Aperiodische Signale - Impulse Abschnitt: 3.1 Fouriertransformation und -riicktransformation

Fragebogen zu "73.2: si2-Spektrum mit Diracs"

a) Welche Werte besitzen die Parameter A (Amplitude) und 7" (einseitige Dauer)
des dreieckformigen Signalanteils x(¢)?

= \Y%
T =
b) Wie grof} ist der Gleichsignalanteil B des Signals?
B = \Y%
c) Wie grof3 ist die Amplitude C des periodischen Anteils von x(¢)?
C = \%

d) Wie grof3 sind der Maximalwert und der Minimalwert des Signals x(¢)?

xmax

Xmin
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Buch: Signaldarstellung Lemtutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 3 Aperiodische Signale - Impulse Abschnitt: 3.2 Einige Sonderfille impulsartiger Signale

A3.3: Vom Signal zum Spektrum

Betrachtet wird ein Rechteckimpuls x(¢) der Dauer 7"= 50 ps und der
Hohe A = 2 V. An den Sprungstellen bei 1 = 0 und ¢ =T ist der
Signalwert jeweils A/2, was aber fiir die Losung der Aufgabe keinen
Einfluss hat.

In der unteren Grafik ist die dazugehorige Spektralfunktion nach
Betrag und Phase qualitativ skizziert. Es gilt:

X(f) = [X(f)]- e =00
Der analytische Funktionsverlauf von X(f) soll ermittelt werden.

Hinweis: Diese Ubungsaufgabe bezieht sich auf die theoretischen
Grundlagen von Kapitel 3.1 und Kapitel 3.2. Gegeben sind weiterhin
folgende trigonometrischen Umformungen:

sin*(a) =1/2 . (1 — cos(2a)),

1 — cos(a)

t;ll‘l[fll.-"lz} - sin(o )

x(¥)

I
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Lemtutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)

Buch: Signaldarstellung
Abschnitt: 3.2 Einige Sonderfille impulsartiger Signale

Kapitel: 3 Aperiodische Signale - Impulse

Fragebogen zu " A3.3: Vom Signal z7um Spektrum"

a) Berechnen Sie allgemein die Spektralfunktion X(f). Welcher Wert ergibt sich bei
der Frequenz /= 10 kHz?

Re[X(f= 10 kHz)] = V/Hz
Im[X(f= 10 kHz)] = V/Hz

b) Berechnen Sie die Betragsfunktion |X(f)| allgemein. Welche Werte ergeben sich
fiir die Frequenzen f'= 0 und /= 20 kHz?

X(r=0)| = V/Hz
IX(f= 20 kHz)| = V/Hz

c) Welche der nachfolgenden Aussagen sind beziiglich |X(/)| zutreffend?

[~ |X(f)| hat Nullstellen bei Vielfachen von f, = 1/7.
[ |X(f)| hat Nullstellen bei Vielfachen von f(, = 1/(27).

[ Inder Mitte zwischen zwei Nullstellen ist | X(f)| = |A/(r/).

d) Berechnen Sie die Phasenfunktion ¢(f). Welcher Phasenwinkel (in Grad) ergibt
sich bei der Frequenz f = 10 kHz?

o(f=10 kHz) = Grad
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Buch: Signaldarstellung
Kapitel: 3 Aperiodische Signale - Impulse

Z3.3: Rechteck— und Diracimpuls

Wir betrachten hier eine Vielzahl von symmetrischen
Rechteckfunktionen x;(¢). Die Rechtecke unterscheiden

sich durch unterschiedliche Amplituden (H6hen)
Ar =k A

und unterschiedliche Impulsdauern (Breiten)
T.=T/k.

Lemtutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Abschnitt: 3.2 Einige Sonderfille impulsartiger Signale

x5(£)

x(z)

"'I-"’

=T
Tl = T

F
¥

Hierbei seik ein beliebiger positiver Wert. Der im Bild rot dargestellte Rechteckimpuls x{(¢) hat die

Amplitude A} =A =2 V und die Dauver 77 = T'= 500 ps. Der blau gezeichnete Impuls x,(¢) ist halb so
breit (7, = 250 ps), aber doppelt so hoch (A, =4 V).

Hinweis: Diese Aufgabe bezieht sich auf die theoretischen Grundlagen von Kapitel 3.2.

Sie konnen Thre Ergebnisse anhand zweier Interaktionsmodule {iberpriifen:

e Zeitfunktion und zugehorige Spektralfunktion
¢ Frequenzgang und zugehorige Impulsantwort
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Buch: Signaldarstellung Lemtutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 3 Aperiodische Signale - Impulse Abschnitt: 3.2 Einige Sonderfille impulsartiger Signale

Fragebogen zu "'73.3: Rechteck— und Diracimpuls"

a) Welche der folgenden Aussagen treffen beziiglich des Spektrums X7 (f) zu?

I~ Der Spektralwert X;(f = 0) ist gleich 10~ V/Hz.
I~ Xj(f) besitzt Nullstellen im Abstand von 2 kHz.

[~ Xi(f) besitzt Nullstellen im Abstand von 4 kHz.

b) Welche der folgenden Aussagen treffen beziiglich des Spektrums X,(f) zu?

I~ Der Spektralwert X,(f = 0) ist gleich 10~> V/Hz.
™ X5(f) besitzt Nullstellen im Abstand von 2 kHz.

™ X5(f) besitzt Nullstellen im Abstand von 4 kHz.

c) Es gelte k = 10. Berechnen Sie die Frequenz /i der ersten Nullstelle und den
Spektralwert bei /= 2 kHz.

Jio = kHz
X10(f=2kHz) = V/Hz

d) Wie gro wird der Spektralwert beif = 2 kHz im Grenzfalk — o0?
Interpretieren Sie das Ergebnis.

Xoo(f=2kHz) = V/Hz
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Buch: Signaldarstellung Lemtutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 3 Aperiodische Signale - Impulse Abschnitt: 3.3 GesetzmédBigkeiten der Fouriertransformation

A3.4: Trapezspektrum bzw. —impuls
X
Wir betrachten hier eine trapezformige Spektralfunktion X(f) 0y

gemdl der oberen Grafik, die durch die drei Parameter X, /] : %0
und f, vollstindig beschrieben wird. Fiir die Eckfrequenzen / \
gelte f5,> 0 und 0 < f; <f. / \

Anstelle der Eckfrequenzenf; und f, kénnen auch die beiden 2 + A hH S
+— Af —»

folgenden Beschreibungsgroflen verwendet werden:

L : x(T)
e die dquivalente Bandbreite: 4
. . : Xy A
Af= fi+ fo. 0 A
® der so genannte Rolloff-Faktor (im Frequenzbereich):
Iy = Ifj — If] —_— — >
' h+ R -20-l 1 IHT
Mit diesen Groflen lautet die dazugehdrige Zeitfunktion (siehe J.-{;],“
Grafik in der Mitte): : \Jo
r(t) = Xo- Af -si(m-Af-t).-si{m-rp-Af - 1) / O\
Hierbei ist si(x) = sin(x)/x die so genannte Spaltfunktion. / \
In diesem Beispiel sollen die Zahlenwerte X, = 1073 V/Hz, =iy =iy f B !
e Af —p

JS1 =1 kHz undf, = 3 kHz verwendet werden. Die Zeit

T = 1/Af dient lediglich zu Normierungszwecken.

Ab Aufgabe c) wird ein trapezformiges Signal y(¢) betrachtet, das formgleich mit dem Spektrum X(f) ist.
Als BeschreibungsgroSen konnen hier verwendet werden:

¢ die Impulsamplitude y, = y(z = 0),

e die dquivalente Impulsdauer (definiert iiber das flichengleiche Rechteck):
At =ty + 1a,

¢ der Rolloff-Faktor (im Zeitbereich):

ty — t;

Tttt

Tt
Es gelte yp=4 V, At =1 ms und r, = 0.5.

Hinweis: Diese Aufgabe soll unter Verwendung von Vertauschungssatz und Ahnlichkeitssatz gelost
werden. Sie konnen Thre Ergebnisse anhand zweier Interaktionsmodule {iberpriifen:

e Zeitfunktion und zugehorige Spektralfunktion
¢ Frequenzgang und zugehdrige Impulsantwort
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Buch: Signaldarstellung Lemtutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 3 Aperiodische Signale - Impulse Abschnitt: 3.3 GesetzmédBigkeiten der Fouriertransformation

Fragebogen zu ""A3.4: Trapezspektrum bzw. —impuls"

a) Wie grof3 sind bei den gegebenen Parametern die dquivalente Bandbreite und
der Rolloff-Faktor des Spektrums X(f)?

Af = kHz

':f‘=

b) Wie grof} sind die Signalwerte von x(¢) beiz =0, = T7/2und ¢t = T?

x@=0) = VvV
x@=17T12) = VvV
xt=T) = A%

c) Wie lautet das Spektrum Y(f) des Trapezimpulses mit yo=4 V, At =1 ms, r, =
0.5. Wie grof3 sind die Spektralwerte bei f= 0, 500 Hz und 1 kHz?

Y(f=0) = V/Hz
Y(f=0.5 kHz) = V/Hz
Y(f=1kHz) = V/Hz

d) Welche Spektralwerte ergeben sich mit y, =8 V, At = 0.5 ms und 7, = 0.5?

Y(f=0) = V/Hz
Y(f=1kHz) = V/Hz

Lehrstuhl far Nachrichtentechnik (LNT) 14 /36 Technische Universitat Minchen



Buch: Signaldarstellung Lemtutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 3 Aperiodische Signale - Impulse Abschnitt: 3.3 GesetzmédBigkeiten der Fouriertransformation

Z3.4: Trapez, Rechteck und Dreieck
Betrachtet werden drei unterschiedliche Impulsformen. Der

x(T)

-

Impuls x(?) ist trapezformig. Fir |7 | <t; = 4 ms ist der 1v

Zeitverlauf konstant A = 1 V. Danach fillt x(z) bis zum
Zeitpunkt ¢, = 6 ms linear bis auf den Wert 0 ab.

Mit den beiden abgeleiteten Systemgrofen, ndmlich -G -4 4 0 fin ms
® der dquivalenten Impulsdauer K ﬂ'“
At =1+ 1V

¢ und dem so genannten Rolloff-Faktor

ty — t

fat+ -5 5

Ty

£in ms
lautet die Spektralfunktion des Trapezimpulses: a
X(f)=A-At.si(m-At.f)

csi(m - At -1y - f).

s l‘ﬁr"

Weiter sind im Bild rechts noch der Rechteckimpuls 7(¢) und
der Dreieckimpuls d(¢) dargestellt, die beide als Grenzfille
des Trapezimpulses x(#) interpretiert werden konnen.

fin ms

-10 10

Hinweis: Die Aufgabe bezieht sich auf die theoretischen
Grundlagen von Kapitel 3.3. Sie konnen Thre Ergebnisse anhand zweier Interaktionsmodule {iberpriifen:

e Zeitfunktion und zugehorige Spektralfunktion
¢ Frequenzgang und zugehdrige Impulsantwort
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Buch: Signaldarstellung Lemtutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 3 Aperiodische Signale - Impulse Abschnitt: 3.3 GesetzmédBigkeiten der Fouriertransformation

Fragebogen zu "'73.4: Trapez, Rechteck und Dreieck"

a) Wie grof3 sind dquivalente Impulsdauer und Rolloff-Faktor von x(¢)?
At = ms

re =

b) Welche Aussagen sind hinsichtlich der Spektralfunktion X(f) zutreffend?
[T Der Spektralwert bei der Frequenz f = 0 ist gleich 20 mV/Hz.
[ Fiir die Phasenfunktion sind die Werte 0 oder 7 (180°) moglich.

™ X(f) weist nur Nullstellen bei allen Vielfachen von 100 Hz auf

c) Welche Aussagen sind hinsichtlich der Spektralfunktion R(f) zutreffend?
[ Der Spektralwert bei der Frequenz f = 0 ist gleich X(f = 0).
[ Fiir die Phasenfunktion sind die Werte 0 oder 7 (180°) moglich.

™ R(f) weist nur Nullstellen bei allen Vielfachen von 100 Hz auf.

d) Welche Aussagen sind hinsichtlich der Spektralfunktion D(f) zutreffend?
[ Der Spektralwert bei der Frequenz f = 0 ist gleich X(f = 0).

[ Fir die Phasenfunktion sind die Werte 0 oder n (180°) mdglich.

[ D(f) weist nur Nullstellen bei allen Vielfachen von 100 Hz auf.
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Buch: Signaldarstellung Lemtutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 3 Aperiodische Signale - Impulse Abschnitt: 3.3 GesetzmédBigkeiten der Fouriertransformation

A3.5: Differentiation des Dreiecksignals
Gesucht wird das Spektrum Y(f) des Signals

A fur T <t <.

y(t)=¢ —A  fir 0<t<T.
( fiar sonst.

x(F)

F

Dabei gelte A =1 V und 7= 0.5 ms. T T t

Als bekannt vorausgesetzt wird die Fouriertransformierte des y(h
oben skizzierten Dreieckimpulses x(#), nimlich 1

X(f)=A.T. si¥(xfT).

wobei wiederum si(x) = sin(x)/x gilt. 7

"'I-l‘r

Ein Vergleich der beiden Zeitsignale zeigt, dass zwischen den T
Funktionen x(#) und y(¢) folgender Zusammenhang besteht:
dur(t)

di

ylt) =T -

Hinweise: Diese Aufgabe bezieht sich auf den Theorieteil von
Kapitel 3.3.

¢ In Aufgabe c) soll das Spektrum ¥(f) ausgehend von einem symmetrischen Rechteckimpuls 7(¢)
mit Amplitude A und Dauer 7" sowie dessen Spektrum R(f) =A - T - si(nfT) berechnet werden.
Dies erreicht man durch zweimalige Anwendung des Verschiebungssatzes.

e In der Zusatzaufgabe 73.5 wird das gleiche Spektrum ¥(f) ausgehend von einem aus drei
Diracfunktionen bestehenden Signal durch Anwendung des Integrationssatzes berechnet.

Alle im Kapitel 3.3 dargelegten Gesetzmif3igkeiten — unter Anderem auch der Verschiebungssatz und
der Integrationssatz — werden in einem Lernvideo an Beispielen verdeutlicht:

GesetzmiBigkeiten der Fouriertransformation (Dauer Teil 1: 557 — Teil 2: 5:55)
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Buch: Signaldarstellung Lemtutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 3 Aperiodische Signale - Impulse Abschnitt: 3.3 GesetzmédBigkeiten der Fouriertransformation

Fragebogen zu " A3.5: Differentiation des Dreiecksignals"

a) Berechnen Sie die Spektralfunktion ¥(f) am Ausgang. Wie grof3 ist deren Betrag
bei den Frequenzen /= 0 bzw. f= 1 kHz?

Y(f=0)| = V/Hz
|Y(f=1kHz)| = V/Hz

b) Welche Aussagen sind hinsichtlich des Spektrums ¥(f) zutreffend?
[” Die Nullstellen von X(f) bleiben auch in Y(f) erhalten.
™ Fir f > oo hat ¥(f) den gleichen Verlauf wie X(f).

Firf — oo ist X{f) doppelt so grol wie beim Spektrum eines
Rechteckimpulses der Dauer 7.

c) Berechnen Sie ¥(f) ausgehend vom Rechteckimpuls durch Anwendung des
Verschiebungssatzes. Welche Aussage ist bei diesem Beispiel zutreffend?

€ Der Differentiationssatz fiihrt hier schneller zum Ergebnis.

€ Der Verschiebungssatz flihrt schneller zum Ergebnis.

Lehrstuhl far Nachrichtentechnik (LNT) 18 /36 Technische Universitat Minchen



Buch: Signaldarstellung Lemtutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)

Kapitel: 3 Aperiodische Signale - Impulse Abschnitt: 3.3 GesetzmédBigkeiten der Fouriertransformation
Z3.5: Integration von Diracfunktionen v
Wie in Aufgabe A3.5 soll das Spektum Y(f) des Signals 1 P
A fur -1 <t<0,
yt) =¢ —A fiir 0<t<T.
() sonst. T

ermittelt werden. Es gelte wieder A =1V und 7= 0.5 ms. -r f
Ausgegangen wird vom Zeitsignal x(f) gemil3 der mittleren
Skizze, das sich aus drei Diracimpulsen bei —7, 0 und +7" mit
den Impulsgewichte AT, —2AT und AT zusammensetzt. x(f)
Die  Spektralfunktion X(f) kann durch Anwendung des A-r 1 AT
Vertauschungssatzes direkt angegeben werden, wenn man t T -
berticksichtigt, dass die zu U(f) gehorige Zeitfunktion wie folgt -r T f
lautet (siehe untere Skizze): Y247

u(t) = —2A + 2A - cos(2n fot ). Ui
Hinweis: Diese Aufgabe bezieht sich auf die theoretischen AT IA
Grundlagen von Kapitel 3.3. Zwischen x(¢) und y(¢) besteht { >
folgender Zusammenhang; o 1 Jo J

| 24
t) = —- r(7)dr
) =5+ a(r)

Der Integrationssatz lautet in entsprechend angepasster Form:

1 : L1 I .
T /_1 x(7) dr o—e X(f) (j?ﬁfT + 5T f}[lf}) .

Alle im Kapitel 3.3 dargelegten Gesetzmidfigkeiten — unter Anderem auch der Integrationssatz — werden

in einem Lernvideo an Beispielen verdeutlicht:

GesetzmiBigkeiten der Fouriertransformation (Dauer Teil 1: 557 — Teil 2: 5:55)
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Buch: Signaldarstellung Lemtutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 3 Aperiodische Signale - Impulse Abschnitt: 3.3 GesetzmédBigkeiten der Fouriertransformation

Fragebogen zu "'73.5: Integration von Diracfunktionen"

a) Berechnen Sie die Spektralfunktion X(f). Wie grof} ist deren Betrag bei den
Frequenzen /= 0 und /= 1 kHz?

X(F=0)| = V/Hz
IX(f=1kHz)| = V/Hz

b) Berechnen Sie die Spektralfunktion ¥(f). Welche Werte ergeben sich bei den
Frequenzen f= 0 und /= 1 kHz?

Y(f=0) = V/Hz
|Y(f=1kHz)| = V/Hz
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Buch: Signaldarstellung Lemtutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 3 Aperiodische Signale - Impulse Abschnitt: 3.3 GesetzmédBigkeiten der Fouriertransformation

A3.6: Gerades / ungerades Zeitsignal ()

Gesucht ist das Spektrum X(f) des nebenstehend skizzierten
impulsformigen Signals x(¢), das im Bereich von —77/2 bis 7/2
linear von 2 V auf4 V ansteigt und auflerhalb 0 ist.

Die Spektralfunktionen der unten dargestellten Signale g(¢) und
u(t) konnen als bekannt vorausgesetzt werden. _rn

¢ Die gerade, rechteckformige Zeitfunktion g(¢) besitzt das
Spektrum A

sin(r) g u 4

r J-"//_

e Das Spektrum der unsymmetrischen Funktion u(?) lautet:

G(f)=A, - T-si(afT) mit sifz) =

. AT
LI (f} = _J ) Eﬂ_fT

[si(m fT) — cos(m fT)].

Verwenden Sie fiir die Teilaufgaben a) und b) die Signalparameter A, =1 V und 7'= 1 ms.

Hinweis: Losen Sie diese Aufgabe mit Hilfe des Zuordnungssatzes in Kapitel 3.3.
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Buch: Signaldarstellung Lemtutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 3 Aperiodische Signale - Impulse Abschnitt: 3.3 GesetzmédBigkeiten der Fouriertransformation

Fragebogen zu "A3.6: Gerades / ungerades Zeitsignal"

a) Berechnen Sie die (rein imaginidren) Spektralwerte des unsymmetrischen Signals
u(t) bei den Frequenzen f'= 0.5 kHz und /= 1 kHz.

Im[U(f= 0.5 kHz)] = V/Hz
Im[U(f= 1 kHz)] = V/Hz

b) Wie groB} ist der Spektralwert von u(#) bei der Frequenz f = 0?
Hinweis: Lieber denken als rechnen.

Im[U(f= 0 kHz)] = V/Hz

c) Berechnen Sie unter Verwendung des Ergebnisses aus a) den Spektralwert des
Signals x(#) bei der Frequenz = 0.5 kHz.

Re[X(f= 0.5 kHz)] = V/Hz

Im[X(f= 0.5 kHz)] = V/Hz
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Buch: Signaldarstellung
Kapitel: 3 Aperiodische Signale - Impulse

Z3.6: Komplexe Exponentialfunktion

In Zusammenhang mit Bandpass-Systemen (Kapitel 4) wird oft
mit einseitigen Spektren gearbeitet. In der Abbildung sehen Sie
eine solche einseitige Spektralfunktion X(f), die ein komplexes
Zeitsignal x(¢) zur Folge hat.

In der unteren Skizze ist X(f) in einen — beziiglich der Frequenz
— geraden Anteil G(f) sowie einen ungeraden Anteil U(f)
aufgespaltet.

Verwenden Sie fiir die Aufgabe die Parameterwerte

e A=1V,
o fy=125kHz.

Lemtutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Abschnitt: 3.3 GesetzmédBigkeiten der Fouriertransformation

X(f)

Hinweis: Diese Aufgabe bezieht sich auf den Zuordnungssatz und den Verschiebungssatz im Kapitel
3.3. Alle im Kapitel 3.3 dargelegten GesetzmiBigkeiten — unter Anderem auch der Verschiebungssatz
und der Integrationssatz — werden in einem Lernvideo an Beispielen verdeutlicht:

GesetzmiBigkeiten der Fouriertransformation (Dauer Teil 1: 557 — Teil 2: 5:55)
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Buch: Signaldarstellung Lemtutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 3 Aperiodische Signale - Impulse Abschnitt: 3.3 GesetzmédBigkeiten der Fouriertransformation

Fragebogen zu "'73.6: Komplexe Exponentialfunktion"

a) Wie lautet die zu G(f) passende Zeitfunktion g(¢)? Wie grof3 ist g(z = 1 ps)?

Re[g(z=1ps)] = A%
Imfg(t =1 ps)] = v
b) Wie lautet die zu U(f) passende Zeitfunktion u(¢)? Wie grof3 ist u(t = 1 ps)?
Refu(t =1 ps)] = A%
Imfu( =1 ps)] = A%

c) Welche der Aussagen sind beziiglich des Signals x(¢) zutreffend?

[~ Das Signal lautet x(z) = A - exp(G2nf?).

[ Inder komplexen Ebene dreht x(¢) im Uhrzeigersinn.

[ x(t) dreht stattdessen entgegen dem Uhrzeigersinn.

[” Fir eine Undrehung wird eine Mikrosekunde bendtigt.
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Buch: Signaldarstellung Lemtutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 3 Aperiodische Signale - Impulse Abschnitt: 3.4 Faltungssatzund Faltungsoperation

A3.7: Synchrondemodulator

Re[R(f]

Zur Riicksetzung eines amplitudenmodulierten Signals
in den urspriinglichen Frequenzbereich verwendet —j2v —j-2v
man oft einen Synchrondemodulator. / /

4 1 T . T .'-
Dieser multipliziert das AM-FEingangssignal 7(¢) mit ‘/{5 25 /:5 3% fkHz
einem empfangsseitigen Tragersignal zg(z), das sowohl jav jav
hinsichtlich der Frequenz /7 als auch der Phase ¢ mit Im[X(f)]
dem sendeseitigen Trégersignal zg(#) iibereinstimmen Zi(f)
solle. An An
Anschlieend folgt ein rechteckformiger Tiefpass zur T T
Eliminierung aller spektralen Anteile oberhalb der . | . -
Trigerfrequenz fr. Das  Ausgangssignal —des =30 30 fKHz

Synchrondemodulators nennen wir v(¢).

Das oben skizzierte SpektrumR(f) des Empfangssignals r(¢) ist durch Zweiseitenband—
Amplitudenmodulation eines sinusformigen Quellensignals g(f) mit der Frequenz5 kHz und der
Amplitude 8 V entstanden. Als sendeseitiges Tragersignal zg(¢) wurde ein Cosinussignal mit der Frequenz

30 kHz verwendet.

Das Spektrum des empfangsseitigen Trdgersignals zg(f) besteht entsprechend der unteren Skizze aus
zwei Diraclinien, jeweils mit dem Gewicht A/2. Da zg(f) keine Einheit beinhalten soll, sind auch die
Gewichte der Diracfunktionen dimensionslos.

Hinweis: Die Aufgabe bezieht sich auf die theoretischen Grundlagen entsprechend Kapitel 3.4,
insbesondere auf die Seite Faltung einer Funktion mit einer Diracfunktion.
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Buch: Signaldarstellung Lemtutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 3 Aperiodische Signale - Impulse Abschnitt: 3.4 Faltungssatzund Faltungsoperation

Fragebogen zu ""A3.7: Synchrondemodulator"

a) Es gelte fr = 30 kHz und A = 1. Berechnen Sie das Ausgangssignal v(?).
Welcher Signalwert tritt zum Zeitpunkt ¢ = 50 ps auf?

v =50ps) = A%

b) Wie grof3 muss die Amplitude des empfangsseitigen Tragersignals zp(f) gewdhit
werden, damit v(¢?) = g(?) gilt?

A:

c) Berechnen Sie das Ausgangssignal v(¢) unter den Voraussetzungen A = 2 und ft
= 31 kHz. Welcher Signalwert tritt zum Zeitpunkt # = 50 ps auf?

v =50nps) = A%
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Buch: Signaldarstellung Lemtutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 3 Aperiodische Signale - Impulse Abschnitt: 3.4 Faltungssatzund Faltungsoperation

Z3.7 Rechtecksignal mit Echo

Wir betrachten ein periodisches Rechtecksignal s(¢) mit
den moglichen Amplitudenwerten 0 V und 2 V und der y AN
Periodendauer 7\ =7 = 1 ms. Bei den Sprungstellen,

(1) .

zum Beispiel bei ¢ = 7/4, betragt der Signalwert jeweils 1 -2 -1 1 2 ;T
V. Der Gleichanteil (also der Fourierkoeffizient A) des

— 5(7) vﬂ iy
Signalsist 1 V.

e Aufgrund der Symmetrie (gerade Funktion) sind Reflexion
alle Sinuskoeflizienten B,, = 0.

¢ Die Koeffizienten A, mit geradzahligem n sind ebenfalls 0.
e Fiir ungeradzahlige Werte von n gilt hingegen:
1V

— [ qyin—1}/2
A= (=1) —

Das Signal s(?) gelangt iiber zwei Wege zum Empfinger (siehe untere Skizze): Einmal auf dem direkten
Pfad und zum zweiten {iber einen Nebenpfad. Dieser ist durch den Dadmpfungsfaktor o und eine Laufzeit
7 gekennzeichnet. Daher gilt fliir das Empfangssignal:

r(t) =s(t) +a-s(t — 7).
Der Frequenzgang des Kanals ist H(f) = R(f)/S(f), die Impulsantwort wird mit /(Z) bezeichnet.

Hinweis: Diese Aufgabe bezieht sich auf den theoretischen Grundlagen von Kapitel 3.4, insbesondere
auf die Seite Faltung einer Funktion mit einer Diracfunktion.
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Buch: Signaldarstellung Lemtutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 3 Aperiodische Signale - Impulse Abschnitt: 3.4 Faltungssatzund Faltungsoperation

Fragebogen zu ''73.7 Rechtecksignal mit Echo"

a) Welche Aussagen treffen hinsichtlich der Impulsantwort A(z) zu?
[T Fiur0O<t<tgilth@®)=1firt >tisth(t)=1+ a.
[ Esgilt h(t) = 8(t) + a - (t — 7).

I~ A(¢) verkiuft gauBfSrmig,

b) Berechnen Sie das Signal 7(¢) fir die Kanalparameter @ = —0.5 und 7 = 7/4.
Welche Werte ergeben sich bei den normierten Zeiten /7= 0.2 bzw. 0.3?

rt=02-7) = \%
rt=03-17) = A%

c) Berechnen Sie das Signal7(f) mita = 1 und ¢ = 7/2. Interpretieren Sie das
Ergebnis im Frequenzbereich. Welcher Signalwert ergibt sich bei ¢ = 7/2?

nt=1TR) = \%
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Buch: Signaldarstellung Lemtutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 3 Aperiodische Signale - Impulse Abschnitt: 3.4 Faltungssatzund Faltungsoperation

A3.8: Dreimal Faltung?

It
Die Impulsantwort eines LZI-Systems hat im Zeitbereich zwischen
0 und 27 den folgenden Verlauf: ur

Ir[a‘}:%(l—%). -

. 2 3 HT
AuBerhalb dieses Intervalls ist 4(f) gleich 0. Die zugehorige | x°(7)
Spektralfunktion lautet: X4(2) ’
1V T 1 T .:l:li_ ]
1 - M | BIwiN
H[,f}: EPE—1 (l—j'-.lflfT—L\_J-lnffJ . Ml | ﬂﬂ I| M1l |x3m
Zur Berechnung des sog. Gleichsignaliibertragungsfaktors = ',,I I.,' IRRIRR ',.I I,,' I '

H(f = 0) ist diese Gleichung nicht geeignet, da sowohl der

Klammerausdruck als auch der Nenner Null werden.

Es gilt aber auch:

H(f =0)= /” hit)dt = 1.

An den Eingang dieses Filters werden drei verschiedene Zeitsignale angelegt (siehe Skizze):

® x(?) ist ein Gleichsignal mit der Hohe xy =1 V.

® x,(?) ist ein Rechtecksignal mit der Dauer 7 und der Hohe xy =1 V, beginnend beiz = T.

® x5(?) ist ein Cosinussignal mit der Frequenz f, = 3/7 und der Amplitude x;=1 V.

Hinweis: Diese Aufgabe bezieht sich auf den theoretischen Grundlagen von Kapitel 3.4. Die Thematik

dieses Abschnitts wird auch in nachfolgendem Interaktionsmodul veranschaulicht:

Zur Verdeutlichung der grafischen Faltung
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Buch: Signaldarstellung Lemtutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 3 Aperiodische Signale - Impulse Abschnitt: 3.4 Faltungssatzund Faltungsoperation

Fragebogen zu ""A3.8: Dreimal Faltung?"

a) Bei welchen der drei Signale ist es zweckmaBiger, das Ausgangssignal direkt im
Zeitbereich zu berechnen?

™ y1®) = x1@®) * h().
I~ yat) = x(t) * h(?).

™ y3(0) = x3(0) * h(D).

b) Wie lautet das Signal y1(¢) am Filterausgang, wenn am Eingang das Gleichsignal
x1(t) =1V anliegt? Geben Sie den Signalwert bei ¢ = 27 an.

»@=217) = A%

c) Auf welchen Zeitbereich zwischen #,;, und 7., ist das Ausgangssignal y,(¢) =
Xo(t) * h(t) beschrankt, d. h. ungleich 0?

tmin/T =
Lnad T =

d) Berechnen Sie die Werte des Signals y,(f) zu den Zeiten ¢ = 27 und ¢ = 37.

Y2 =21) = \%

»t=317) = A

e) Wie lautet das Ausgangssignal y5(¢), wenn am Eingang das Cosinussignal x5(7)
anliegt? Geben Sie den Signalwert bei f = 0 an.

=0 = \Y
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Buch: Signaldarstellung Lemtutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 3 Aperiodische Signale - Impulse Abschnitt: 3.4 Faltungssatzund Faltungsoperation

73.8: Faltung zweier Rechtecke ()
Am Eingang eines kausalen LZI-Systems (also linear und

3

zeitinvariant) mit einer rechteckformigen Impulsantwort A(7) der
Dauer 2 ms liegt ein Rechteckimpuls x(¢) der Dauer 7 = 3 ms
und der Amplitude A = 2 V an. Die beiden Rechteckfunktionen Il S 3 4 ms
beginnen jeweils zum Zeitpunkt ¢ = 0.

In)
In dieser Aufgabe sollen Sie das Ausgangssignal y(f) mit Hilfe 1 300/
der grafischen Faltung berechnen. Wie man leicht nachpriifen o
kann, ist das Ausgangssignal y(7)
e nur im Bereich von 0 bis 5 ms von Null verschieden, I1 2 |1 -i rz:-'ms

e symmetrisch zum Zeitpunkt = 2.5 ms.

Hinweis: Diese Aufgabe bezieht sich auf den Theorieteil von Kapitel 3.4, insbesondere auf die Seite
Grafische Faltung. Diese Thematik wird auch in folgendem Interaktionsmodul behandelt:

Zur Verdeutlichung der grafischen Faltung
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Buch: Signaldarstellung Lemtutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 3 Aperiodische Signale - Impulse Abschnitt: 3.4 Faltungssatzund Faltungsoperation

Fragebogen zu ''Z3.8: Faltung zweier Rechtecke"

a) Berechnen Sie die Signalwerte zu den Zeitpunkten # = 1 ms und ¢ = 2 ms.
yE=1ms) = A%
y(E=2ms) = A%

b) Bestimmen Sie die Signalwerte fiir die Zeitpunkte # = 3 ms und 7 = 4 ms durch
Ausnutzung der angegebenen Symmetrieeigenschaften.

y(E=3ms) = A%
yEt=4ms) = Vv

¢) Welche der nachfolgenden Aussagen sind zutreffend?

[T Das Ausgangssignal y(¢) hat einen trapezformigen Verlauf.
I~ Das Spektrum lautet: ¥(f) = ¥, - si%(n/T).

™ Mit T'=2 ms wiirde sich eine Dreiecksform ergeben.
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Buch: Signaldarstellung
Kapitel: 3 Aperiodische Signale - Impulse

Lemtutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Abschnitt: 3.4 Faltungssatzund Faltungsoperation

A3.9: Faltung von Rechteck und Gauf3
Wir betrachten in der Aufgabe einen gau3formigen Tiefpass mit
der dquivalenten Bandbreite Af = 40 MHz:
H(f) = e /207,
Die dazugehorige Impulsantwort lautet:
hit) = Af. e~m(Af- 87

Aus der Skizze ist zu ersehen, dass die dquivalente Zeitdauer der
Impulsantwort 2(f) = At = 1/Af = 25 ns an den beiden
Wendepunkten der GauB3funktion abgelesen werden kann.

An den Eingang des Tiefpasses werden nun drei verschiedene
impulsartige Signale angelegt:

e ein Rechteckimpuls x1(¢) mit der Amplitude 1 V und der
Dauer 7 = 20 ns (roter Kurvenverlauf),

ein Rechteckimpuls x,(¢) mit der Amplitude A, =10 V und

X1 1.ﬂ‘ [

x(f)
I

X £}

x3i£)

‘l: 10#Vis

+— 10V

«— 1V

| -

—-10ns
P
2 ns

1)

10ns i
.‘_

der Dauer T, = 2 ns (violetter Kurvenverlauf),

ein Diracimpuls x5(¢) mit dem Impulsgewicht 2 - 1078 Vs (griiner Pfeil).

Hinweis: Diese Aufgabe bezieht sich auf die theoretischen Grundlagen von Kapitel 3.4. Zur Losung der
nachfolgenden Fragen konnen Sie das komplementdre Gaul3sche Fehlerintegral benutzen, das wie folgt

definiert ist (siche Kapitel 3.5 im Buch ,,Stochastische Signale™):

Qx) = \/% / e~ 12 du.

Die nachfolgende Tabelle gibt einige Funktionswerte wieder:

X 0.0 01 1.0 19 2. 2. 30
Q(x) | 0500|0460 0.159 | 0.029] 0023 (0018|0001
Qi=x) | 05000540 0841 | 0971|0977 [0.982 | 0.999
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Buch: Signaldarstellung Lemtutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 3 Aperiodische Signale - Impulse Abschnitt: 3.4 Faltungssatzund Faltungsoperation

Fragebogen zu "' A3.9: Faltung von Rechteck und Gauf3"

a) Berechnen Sie das Signaly;(¢) =x1(¢) * h(t). Welche Werte ergeben sich zu
den Zeiten ¢ = 0 und ¢ = 20 ns mit der Naherung (211)1/2 ~ 2.5?
»@=0) = \%

y1(t=20ns) = Vv

b) Welche Signalwerte ergeben sich beim Ausgangssignal y,(¢) = x,(¢) * h(f) zu
den Zeitpunkten ¢ = 0 und ¢ = 20 ns?

»(=0) = \%

y2(t=20ns) = \%

c) Wie grofl ist das Ausgangssignal y3(f) =x3(f) * h(f) zu den betrachteten
Zeitpunkten? Interpretieren Sie das Ergebnis.

y3(=0) =

y3(t=20ns) =

Lehrstuhl far Nachrichtentechnik (LNT) 34 /36 Technische Universitat Minchen



Buch: Signaldarstellung
Kapitel: 3 Aperiodische Signale - Impulse

Z3.9: GauB} gefaltet mit Gauf3

Es soll das Faltungsergebnis zweier Gauffunktionen ermittelt
werden. Wir betrachten einen gau3formigen Eingangsimpuls x (%)
mit der Amplitude x; = 1 V und der dquivalenten Dauer Az, = 4

ms sowie eine ebenfalls gauBformige Impulsantwort A(z), welche
die dquivalente Dauer Az, = 3 ms aufweist:

o{t) - AT

1
.lri'“} = E'[‘

—m(t) Aty )t

Gesucht ist das Ausgangssignal y(f) = x(¢) * h(f), wobei der
Umweg tiber die Spektralfunktionen gegangen werden soll.

Lemtutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Abschnitt: 3.4 Faltungssatzund Faltungsoperation

x(T)
N
-+ - L
At,
Iin
+— 1/At,
=4 - =r
At,

Hinweis: Diese Aufgabe bezieht sich auf den Theorieteil von Kapitel 3.4.
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Buch: Signaldarstellung Lemtutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 3 Aperiodische Signale - Impulse Abschnitt: 3.4 Faltungssatzund Faltungsoperation

Fragebogen zu "'73.9: Gaul} gefaltet mit Gauf3"

a) Geben Sie die Spektralfunktionen X(f) und H(f) an. Welche Werte ergeben sich
jeweils bei der Frequenz /= 0?

X(r=0) = V/Hz
H(f=0) =

b) Berechnen Sie die Spektralfunktion ¥(f) des Ausgangssignals. Wie grof3 ist der
Spektralwert bei /= 0?

Y(f=0) = V/Hz

c) Berechnen Sie den Ausgangsimpuls y(z). Welche Werte ergeben sich fiir die
Amplitude y = y(¢ = 0) und die dquivalente Impulsdauer Az,,?

Yo = \Y
Aty = ms
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